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1 ÑÅÌÈÍÀÐ: Äèôôåðåíöèðóåìîñòü:

ïðîèçâîäíàÿ è äèôôåðåíöèàë

¾Âñÿêèé, êòî íå ìîæåò ðàçîáðàòüñÿ â ìàòåìàòèêå, � íå
âïîëíå ÷åëîâåê. Â ëó÷øåì ñëó÷àå � áåçâðåäíûé íåäî÷åëîâåê,
íàó÷èâøèéñÿ íîñèòü îáóâü, ìûòüñÿ è íå ìóñîðèòü â äîìå¿.

Ðîáåðò Ýíñîí Õàéíëàéí (1907�1988) �
àìåðèêàíñêèé ïèñàòåëü, îäèí èç

êðóïíåéøèõ ïèñàòåëåé-ôàíòàñòîâ, âî
ìíîãîì îïðåäåëèâøèé ëèöî ñîâðåìåííîé

íàó÷íîé ôàíòàñòèêè.

1.1 Ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé ÿâíî çàäàííîé ôóíêöèè

Âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíûõ, èçó÷åíèå è èñïîëüçîâàíèå èõ
ñâîéñòâ ñîñòàâëÿþò ãëàâíûé ïðåäìåò äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ-
÷èñëåíèÿ.1 Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè â òî÷êå � îñíîâíîå ïîíÿòèå,
õàðàêòåðèçóþùåå ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ôóíêöèè â äàííîé òî÷-
êå.

Ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé âîçíèêëî â 17 âåêå â ñâÿçè ñ íåîáõîäè-
ìîñòüþ ðåøåíèÿ çàäà÷ èç ôèçèêè, ìåõàíèêè è ìàòåìàòèêè, â
ïåðâóþ î÷åðåäü ñëåäóþùèõ äâóõ: îïðåäåëåíèå ñêîðîñòè ïðÿìî-
ëèíåéíîãî íåðàâíîìåðíîãî (óñêîðåííîãî) äâèæåíèÿ è ïîñòðî-
åíèÿ êàñàòåëüíîé ê ïðîèçâîëüíîé ïëîñêîé êðèâîé. Íåìåöêèé
ó÷¼íûé Ãîòôðèä Âèëüãåëüì Ëåéáíèö (1646�1716) ââ¼ë îáîçíà-
÷åíèÿ dx äëÿ áåñêîíå÷íî ìàëîãî ïðèðàùåíèÿ àðãóìåíòà è dy
� äëÿ îáîçíà÷åíèÿ áåñêîíå÷íî ìàëîãî ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè è
íàçâàë èõ äèôôåðåíöèàëàìè (ñì. ñòðîãîå îïðåäåëåíèå äèôôå-
ðåíöèàëà ôóíêöèè äàëåå). Ïîýòîìó íûíå óïîòðåáëÿåìûé ñèì-
âîë ïðîèçâîäíîé dy

dx áåð¼ò ñâîå íà÷àëî îò Ëåéáíèöà.

Ãðå÷åñêîé áóêâîé ∆ â ñåðåäèíå 18 âåêà Ëåîíàðä Ýéëåð

(1707�1783) ñòàë ïîëüçîâàòüñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ (íå îáÿçàòåëü-
íî áåñêîíå÷íî ìàëûõ) ïðèðàùåíèé ïåðåìåííûõ. Îáîçíà÷åíèÿ
y′ è f ′(x) äëÿ ïðîèçâîäíîé ââ¼ë ôðàíöóçñêèé ó÷¼íûé Æîçåô

1Äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå � ðàçäåë ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, â
êîòîðîì èçó÷àþòñÿ ïîíÿòèÿ ïðîèçâîäíîé è äèôôåðåíöèàëà è ñïîñîáû èõ
ïðèìåíåíèÿ ê èññëåäîâàíèþ ôóíêöèé.
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Ëóè Ëàãðàíæ (1736�1813). Â ôèçèêå è ìåõàíèêå â íåêîòîðûõ
ñëó÷àÿõ ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè îáîçíà÷àþò òî÷êàìè íàä áóê-
âîé: ẏ = ax.

Îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé. Ïðîèçâîäíàÿ îïðåäåëÿåòñÿ
êàê ïðåäåë îòíîøåíèÿ ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè ê ïðèðàùåíèþ å¼
àðãóìåíòà ïðè ñòðåìëåíèè ïðèðàùåíèÿ àðãóìåíòà ê íóëþ, åñëè
òàêîé ïðåäåë ñóùåñòâóåò. Ïîäðîáíåå, ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x)
îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0. Ïðèäàäèì àð-
ãóìåíòó x â òî÷êå x0 ìàëîå ïðèðàùåíèå ∆x (òàê, ÷òîáû òî÷êà
x0 +∆x íå âûøëà çà ïðåäåëû îêðåñòíîñòè) è ïîëó÷èì ñîîòâåò-
ñòâóþùåå ïðèðàùåíèå ôóíêöèè ∆y(x0) = f(x0 + ∆x) − f(x0).
Ñîñòàâèì ðàçíîñòíîå îòíîøåíèå ∆y

∆x è óñòðåìèì ∆x→ 0. Åñëè
ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
∆x→0

∆y

∆x
,

òî åãî íàçûâàþò ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0 è îáî-
çíà÷àþò f ′(x0) èëè df

dx . Ýòîò ïðåäåë äîïóñêàåò ýêâèâàëåíòíóþ
ôîðìó:

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
.

Ïðèìåð 1. Íàéòè f ′(x0) (x0 ∈ R), åñëè y(x) = sinx.

Ðåøåíèå. Ïðèìåíÿÿ îïðåäåëåíèå, ïîëó÷àåì

y′(x0) = lim
x→x0

sinx− sinx0

x− x0
= lim
x→x0

2 sin x−x0

2 cos x+x0

2

x− x0
= cosx0. �

1.2 Ïîíÿòèå äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè. Äèôôå-
ðåíöèðóåìîñòü â òî÷êå è íà ìíîæåñòâå. Ñâÿçü
ìåæäó äèôôåðåíöèàëîì è ïðîèçâîäíîé

Ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè òåñíî ñâÿçàíî ñ ïîíÿòèåì äèô-
ôåðåíöèàëà. Ñôîðìóëèðóåì îïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèàëà (ïî
Ëàãðàíæó). Ïóñòü ïðèðàùåíèþ ∆x àðãóìåíòà x â òî÷êå x0 ñî-
îòâåòñòâóåò ïðèðàùåíèå ôóíêöèè ∆y(x0) = f(x0 +∆x)−f(x0).
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Ïóñòü, êðîìå òîãî, ýòî ïðèðàùåíèå ∆y(x0) ïðè ëþáîì äîñòà-
òî÷íî ìàëîì ∆x ïðåäñòàâèìî â âèäå

∆y(x0) = A(x0)∆x+ α(∆x)∆x,

ãäå A(x0) � íåêîòîðîå ÷èñëî, íå çàâèñÿùåå îò ∆x, è α(∆x)→ 0
ïðè ∆x→ 0. Òàê êàê âòîðîé ÷ëåí α(∆x)∆x â ýòîé ñóììå ÿâëÿ-
åòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé âåëè÷èíîé áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì
∆x, òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â ýêâèâà-
ëåíòíîì âèäå:

∆y(x0) = A(x0)∆x+ o(∆x).

Òîãäà âûðàæåíèå A(x0)∆x, ò. å. ãëàâíóþ, ëèíåéíóþ îòíîñè-
òåëüíî ∆x, ÷àñòü ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè, ïðèíÿòî íàçûâàòü
ïåðâûì äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè f(x) (èëè äèôôåðåíöèàëîì
ïåðâîãî ïîðÿäêà) â òî÷êå x0, ñîîòâåòñòâóþùèì ïðèðàùåíèþ
∆x, è îáîçíà÷àòü

dy(x0) = A(x0)∆x.

Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷-
êå x0, à ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé (äèôôåðåíöèàëà) �
äèôôåðåíöèðîâàíèåì.

Ïî îïðåäåëåíèþ, ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóå-
ìîé íà èíòåðâàëå (a, b), åñëè îíà äèôôåðåíöèðóåìà â êàæäîé
òî÷êå ýòîãî èíòåðâàëà. Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíî äèô-

ôåðåíöèðóåìîé íà èíòåðâàëå (a, b), åñëè å¼ ïðîèçâîäíàÿ f ′(x)
íåïðåðûâíà íà ýòîì èíòåðâàëå.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ôóíêöèè y ≡ x â ëþáîé òî÷êå x0 ïîëó-
÷àåì ∆y = ∆x è, ñëåäîâàòåëüíî, dx = ∆x. Òàêèì îáðàçîì,
äèôôåðåíöèàë dx, âçÿòûé ïî ïåðåìåííîé x (ò. å. îòâå÷àþùèé
ïðèðàùåíèþ ∆x ýòîé ïåðåìåííîé), âñåãäà ñîâïàäàåò ñ å¼ ïðè-
ðàùåíèåì è âûðàæåíèå äëÿ äèôôåðåíöèàëà ìîæíî ïåðåïèñàòü
â âèäå

dy(x0) = A(x0)dx.

Äèôôåðåíöèàë ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òàêæå êàê ôóíêöèþ
äâóõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, ïîñêîëüêó îí çàâèñèò îò àðãó-
ìåíòà x0 è ïðèðàùåíèÿ ∆x. Ïðè ýòîì ïðèðàùåíèå ∆x â îïðåäå-
ëåíèè äèôôåðåíöèàëà ñ÷èòàåòñÿ ïðîèçâîëüíûì, íî äîñòàòî÷íî
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ìàëûì, òàê ÷òî ñóùåñòâîâàíèå äèôôåðåíöèàëà (ïðîèçâîäíîé)
â òî÷êå � ëîêàëüíîå ñâîéñòâî ôóíêöèè.

Ïðèìåð 2. Íàéòè, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå, äèôôåðåíöèàë ôóíê-
öèè

f(x) = x2 + 3x− 1

à) â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x0; á) â òî÷êå x0 = 1.

Ðåøåíèå. Âûïèøåì äëÿ ýòîãî ïðèðàùåíèå ôóíêöèè, îòâå÷àþùåå
ìàëîìó ïðèðàùåíèþ àðãóìåíòà ∆x:

∆y(x0) = f(x0+∆x)−f(x0) = (x0+∆x)2+3(x0+∆x)−1−(x2
0+3x0−1)

= (2x0 + 3)∆x+ (∆x)2 = (2x0 + 3)∆x+ o(∆x),

îòêóäà, âûäåëÿÿ ëèíåéíóþ ïî ∆x ÷àñòü ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè, íà-

õîäèì dy(x0) = (2x0 + 3)∆x, èëè dy(x0) = (2x0 + 3)dx. Â ÷àñòíîñòè,

â òî÷êå x0 = 1 äèôôåðåíöèàë ðàâåí dy(1) = 5dx. �

Îñòà¼òñÿ âîïðîñ: ÷òî òàêîå A(x0) â îáùåì ñëó÷àå è êàê
íàéòè ýòó âåëè÷èíó? Ïîêàæåì, ÷òî ìåæäó ñóùåñòâîâàíèåì ó
ôóíêöèè y = f(x) äèôôåðåíöèàëà â òî÷êå x0 è ñóùåñòâîâàíè-
åì ó íå¼ â ýòîé òî÷êå ïðîèçâîäíîé èìååòñÿ íåïîñðåäñòâåííàÿ
ñâÿçü, ïðè ýòîì A(x0) = f ′(x0).

Ò1 (î ñâÿçè ìåæäó äèôôåðåíöèàëîì è ïðîèçâîäíîé). Ôóíê-
öèÿ y = f(x) èìååò â òî÷êå x0 êîíå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ1 òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ó íå¼ â ýòîé òî÷êå ñóùåñòâóåò ïåðâûé
äèôôåðåíöèàë, ïðè÷¼ì ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ2

dy = f ′(x0)dx, f ′(x0) =
dy

dx
.

Çàìå÷àíèå 1. Äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè â òî÷êå x0 ïðîïîð-
öèîíàëåí ïðèðàùåíèþ àðãóìåíòà â ýòîé òî÷êå, à êîýôôèöèåíò

1ïî íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé x.
2Çäåñü ïåðâîå ðàâåíñòâî � èçâåñòíàÿ ôîðìóëà äëÿ íàõîæäåíèÿ ïåðâî-

ãî äèôôåðåíöèàëà â ñëó÷àå, êîãäà x � íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ. Íèæå
áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî òàêîé æå âèä èìååò ïåðâûé äèôôåðåíöèàë ñëîæíîé
ôóíêöèè f(x(t)) â ñëó÷àå, êîãäà x(t) � äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Âòî-
ðîå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè ìîæíî âîñïðèíèìàòü
àëãåáðàè÷åñêè êàê îòíîøåíèå äèôôåðåíöèàëîâ ôóíêöèè è àðãóìåíòà.
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ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ðàâåí çíà÷åíèþ ïðîèçâîäíîé f ′(x0) â ýòîé
òî÷êå.

Çàìå÷àíèå 2. Çàìåòèì, ÷òî åñëè x ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé x(t)
ïåðåìåííîé t, îïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèàëà

dy = f ′(x)∆x (1)

îòëè÷àåòñÿ îò ôîðìóëû

dy = f ′(x)dx, (2)

ïîñêîëüêó â îáùåì ñëó÷àå ïðèðàùåíèå ôóíêöèè ∆x, î÷åâèäíî,
íå ðàâíî å¼ äèôôåðåíöèàëó dx (äàæå åñëè îí ñóùåñòâóåò).

Ïðèìåð 3. Íàïðèìåð, åñëè x = ln(t), òî

∆x = ln(t+ ∆t)− ln(t) = ln

(
1 +

∆t

t

)
, dx =

∆t

t

è òîãäà ôîðìóëà (1) èìååò âèä dy = f ′(ln(t)) · ln(1 + ∆t
t ), à ôîðìóëà

(2) èìååò âèä dy = f ′(ln(t)) · ∆t
t . Ïðè ôèêñèðîâàííîì t è ñòðåìëåíèè

∆t ê íóëþ ýòè äèôôåðåíöèàëû � ýêâèâàëåíòíûå áåñêîíå÷íî ìàëûå,

íî îíè íå ðàâíû, ò. å. (1) íå ñîâïàäàåò ñ (2). �

Îòìåòèì, ÷òî äèôôåðåíöèàë (1) îòëè÷àåòñÿ îò äèôôåðåí-
öèàëà (2) òàêæå òåì, ÷òî ñóùåñòâóåò äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàñ-
ñà ôóíêöèé x(t). Òàê, â (1) ôóíêöèÿ x(t) ìîæåò áûòü íåïðåðûâ-
íîé, íî íå äèôôåðåíöèðóåìîé, à â (2) òàêîå íåâîçìîæíî, òàê
êàê òîãäà íå ñóùåñòâóåò dx. Íàïðèìåð, äëÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé
ôóíêöèè x(t) â òî÷êå t å¼ èçëîìà ìîæíî âûïèñàòü ïðèðàùåíèå
∆x, ïîðîæä¼ííîå ÷èñëàìè t è ∆t, íî ïðè ýòîì dx íå ñóùåñòâóåò.

1.3 Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé è äèôôå-
ðåíöèàëà. Ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè â îêðåñòíî-
ñòè òî÷êè äèôôåðåíöèàëîì

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé f ′(x) â òî÷êå x0 ñîñòîèò
â òîì, ÷òî îíà õàðàêòåðèçóåò ìãíîâåííóþ ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ
ôóíêöèè f(x) â ýòîé òî÷êå (âäîëü îñè Ox).
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Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé è äèôôåðåíöè-
àëà. Íàëè÷èå ó ôóíêöèè y = f(x) ïðîèçâîäíîé (äèôôåðåíöè-
àëà) â òî÷êå x0 îçíà÷àåò, ÷òî â òî÷êå ñ ýòîé àáñöèññîé ãðàôèê
ôóíêöèè èìååò êàñàòåëüíóþ, ïðè÷¼ì â îêðåñòíîñòè òî÷êè êàñà-
òåëüíàÿ ñëóæèò ëèíåéíûì ïðèáëèæåíèåì ê ãðàôèêó ôóíêöèè.
Áîëåå òîãî, êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = f(x) â òî÷-
êå (x0; f(x0)) ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ
èìååò â ýòîé òî÷êå ïðîèçâîäíóþ. Áåñêîíå÷íîé ïðîèçâîäíîé ñî-
îòâåòñòâóåò âåðòèêàëüíàÿ êàñàòåëüíàÿ.

Óðàâíåíèå (íàêëîííîé) êàñàòåëüíîé1 ê ãðàôèêó f(x) â òî÷-
êå (x0, f(x0)) èìååò âèä:

y = y0 + f ′(x0)(x− x0),

ïðè÷¼ì ëèíåéíàÿ îòíîñèòåëüíî ïðèðàùåíèÿ x − x0 àðãóìåíòà
ôóíêöèÿ f ′(x0)(x− x0) â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ åñòü äèôôå-
ðåíöèàë dy(x0). Êàñàòåëüíàÿ ÿâëÿåòñÿ ëó÷øèì ëèíåéíûì ïðè-
áëèæåíèåì ãðàôèêà ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè òî÷êè êàñàíèÿ (è
âîâñå íå îáÿçàíà èìåòü ñ íèì åäèíñòâåííóþ îáùóþ òî÷êó, êàê
ýòî áûâàåò â ñëó÷àå ñ âûïóêëûìè ôóíêöèÿìè).

Êàê âèäèì, ïðîèçâîäíàÿ f ′(x0) ÷èñëåííî ðàâíà óãëîâîìó êî-
ýôôèöèåíòó êàñàòåëüíîé â òî÷êå (x0, f(x0)): f ′(x0) = tgα, ãäå
α � óãîë íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê ïîëîæèòåëüíîìó íàïðàâëåíèþ
îñè àáñöèè (0 ≤ α < π). Ïðè ýòîì ïîëîæèòåëüíîé ïðîèçâîäíîé
ñ òî÷êå x0 ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæèòåëüíûé óãîë íàêëîíà êàñà-
òåëüíîé, à îòðèöàòåëüíîé ïðîèçâîäíîé, ñîîòâåòñòâåííî, � îò-
ðèöàòåëüíûé óãîë íàêëîíà êàñàòåëüíîé.

Åñëè ãåîìåòðè÷åñêè ïðèðàùåíèå ∆y ôóíêöèè â òî÷êå x0

ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïðèðàùåíèå (âîîáùå ãîâîðÿ,
íåëèíåéíîå) îðäèíàòû òî÷êè íà ãðàôèêå ôóíêöèè ïðè èçìå-
íåíèè å¼ àáñöèññû íà ∆x (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, íà dx), òî
äèôôåðåíöèàë df ôóíêöèè â òî÷êå x0 � ýòî ëèíåéíîå ïðèðàùå-
íèå îðäèíàòû êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè â äàííîé òî÷êå
ïðè èçìåíåíèè àáñöèññû íà dx (ñäåëàéòå ðèñóíîê).

1ÏóñòüM0(x0; f(x0)),M(x0 +∆x; f(x0 +∆x)) � òî÷êè íà ãðàôèêå ôóíê-
öèè. Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíîå ïîëîæåíèå ñåêóùåé M0M ïðè ∆x → 0,
òî îíî íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè â òî÷êå M0.
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Èòàê, ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå, åñëè å¼ ïðèðà-
ùåíèå â ýòîé òî÷êå êàê ôóíêöèÿ ïðèðàùåíèÿ àðãóìåíòà ÿâëÿ-
åòñÿ ëèíåéíîé ñ òî÷íîñòè äî ïîïðàâêè, áåñêîíå÷íî ìàëîé ïðè
∆x→ 0 â ñðàâíåíèè ñ ïðèðàùåíèåì àðãóìåíòà. À äèôôåðåíöè-
àë ïðè ýòîì äîñòàâëÿåò íàèëó÷øóþ ëèíåéíóþ àïïðîêñèìàöèþ
ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè.

Ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè òî÷êè äèôôå-
ðåíöèàëîì. Çíàíèå äèôôåðåíöèàëà â òî÷êå ïîçâîëÿåò ïðè-
áëèæ¼ííî âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè â íåáîëüøîé îêðåñò-
íîñòè ýòîé òî÷êè. Â ñàìîì äåëå, ðàññìîòðèì ïðèáëèæ¼ííîå
ðàâåíñòâî ∆y ≈ dy. Åãî ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ñîñòîèò â òîì,
÷òî ãðàôèê äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè y = f(x) â îêðåñòíî-
ñòè òî÷êè x0, êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ äèôôåðåíöèàëà

f(x0 + ∆x) = f(x0) + (f ′(x0) + α)∆x,

ãäå α = α(∆x) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ â ýòîé îêðåñòíîñòè ôóíêöèÿ,
ñêîëü óãîäíî áëèçêî ïðèáëèæàåòñÿ ê ãðàôèêó êàñàòåëüíîé

f(x0 + ∆x) = f(x0) + f ′(x0)∆x.

Äëÿ ïðèáëèæ¼ííîãî âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f â òî÷êå
x0 + ∆x áåñêîíå÷íî ìàëóþ ôóíêöèþ α∆x ìîæíî îòáðîñèòü:

f(x0 + ∆x) ≈ f(x0) + f ′(x0)∆x = f(x0) + df(x0).

Ïîëó÷èëè, ÷òî ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ôóíêöèè âáëèçè òî÷-
êè x0 ðàâíî ñóììå å¼ çíà÷åíèÿ â ýòîé òî÷êå è äèôôåðåíöèàëà
â ýòîé æå òî÷êå (ôîðìóëà ëèíåàðèçàöèè). Ïîëó÷àþùàÿñÿ ïðè
òàêîé àïïðîêñèìàöèè ïîãðåøíîñòü îêàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìà-
ëîé áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà.

Ïðèìåð 4. Âû÷èñëèòü ïðèáëèæåííî çíà÷åíèå 3
√

8, 24.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = 3
√
x, â êà÷åñòâå x0 âîçüì¼ì

8, â êà÷åñòâå ïðèðàùåíèÿ ∆x = 0, 24, f(8) = 2, íàéä¼ì â òî÷êå x0 = 8
ïðîèçâîäíóþ

f ′(x) =
1

3
· 1

3
√
x2

⇒ f ′(8) =
1

12

15



è äèôôåðåíöèàë

df(8) = f ′(8)∆x =
1

12
· 0, 24 = 0, 02.

Ïî ôîðìóëå ëèíåàðèçàöèè îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì èñêîìîå ïðèáëè-
æåíèå:

3
√

8, 24 ≈ 2 + 0, 02 = 2, 02. �

1.4 Ñâÿçü äèôôåðåíöèðóåìîñòè è íåïðåðûâíîñòè

Ò2. Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) èìååò êîíå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ
(äèôôåðåíöèðóåìà) â òî÷êå x0, òî îíà íåïðåðûâíà â ýòîé òî÷-
êå. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî.

Ïðèìåð 5. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ f(x) = |x| íåïðåðûâíà, íî íå äèô-
ôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x = 0. �

Ñëåäñòâèå. Ðàçðûâíàÿ â òî÷êå x0 ôóíêöèÿ íå ìîæåò èìåòü
ïðîèçâîäíóþ â ýòîé òî÷êå.

Ïðèìåð 6. Ôóíêöèÿ y = sgnx â òî÷êå x0 = 0 íå èìååò ïðîèçâîä-

íîé, òàê êàê ðàçðûâíà â ýòîé òî÷êå. �

Èòàê, äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ èìåëà ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå
x0, íåîáõîäèìî (íî íå äîñòàòî÷íî), ÷òîáû îíà áûëà íåïðåðûâíà
â ýòîé òî÷êå.

Çàìå÷àíèå. Ïðîèçâîäíàÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè íå îáÿçà-
òåëüíî íåïðåðûâíà. Åñëè ôóíêöèÿ èìååò íåïðåðûâíóþ ïðîèç-
âîäíóþ íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå X, òî ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ
ãëàäêîé íà ýòîì ïðîìåæóòêå. Åñëè æå ïðîèçâîäíàÿ äîïóñêàåò
íà ìíîæåñòâå X êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà (ïåðâîãî ðîäà),
òî òàêàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé íà X.

1.5 Îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå. Íåîáõîäèìîå è
äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîèç-
âîäíîé â òî÷êå

Îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå. Ïî àíàëîãèè ñ ïîíÿòèåì
íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè â òî÷êå ñëåâà è ñïðàâà, ââåä¼ì ïîíÿ-
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òèå ëåâîé è ïðàâîé ïðîèçâîäíûõ. Òàê, ëåâàÿ ïðîèçâîäíàÿ (ïðî-
èçâîäíàÿ â òî÷êå x0 ñëåâà) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðåäåë

f ′−(x0) = lim
∆x→−0

∆y

∆x
= lim

x→x0−0

f(x)− f(x0)

x− x0
,

à ïðàâàÿ ïðîèçâîäíàÿ, ñîîòâåòñòâåííî, êàê ïðåäåë

f ′+(x0) = lim
∆x→+0

∆y

∆x
= lim

x→x0+0

f(x)− f(x0)

x− x0
.

Ò3 (íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ

ïðîèçâîäíîé â òî÷êå). Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f(x) èìååò â òî÷-
êå x0 ïðîèçâîäíóþ f ′(x0) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ó íå¼ â
ýòîé òî÷êå ñóùåñòâóþò îáå (êîíå÷íûå) îäíîñòîðîííèå ïðîèç-
âîäíûå è îíè ðàâíû:

f ′−(x0) = f ′+(x0) (= f ′(x0)).

Ïðèìåð 7. Ôóíêöèÿ

y(x) =

{
x2, åñëè x ≥ 0;

x|x|, åñëè x < 0,

äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0 = 0, ïîñêîëüêó

f ′−(0) = lim
x→−0

−x2 − 0

x− 0
= 0 è f ′+(0) = lim

x→+0

x2 − 0

x− 0
= 0,

à ôóíêöèÿ y = |x| â òî÷êå x0 = 0 íå äèôôåðåíöèðóåìà, òàê êàê

f ′−(0) = lim
x→−0

−x− 0

x− 0
= −1, f ′+(0) = lim

x→+0

x− 0

x− 0
= 1. �

1.6 Ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñóììû, ðàçíî-
ñòè, ïðîèçâåäåíèÿ è ÷àñòíîãî äâóõ ôóíêöèé

Ýòè âîïðîñû ìû óæå ðàññìàòðèâàëè ðàíåå, êîãäà ó÷èëèñü òåõ-
íèêå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ïîýòîìó íàïîìíèì îñíîâíîå.

Ò4 (îá àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèÿõ íàä äèôôåðåíöèðóåìû-

ìè ôóíêöèÿìè). Åñëè ôóíêöèè u(x), v(x) äèôôåðåíöèðóåìû
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â òî÷êå x0, òî â ýòîé òî÷êå áóäóò äèôôåðåíöèðóåìû èõ ñóì-
ìà, ðàçíîñòü, ïðîèçâåäåíèå è ÷àñòíîå (ïîñëåäíåå ïðè óñëîâèè
v(x0) 6= 0), ïðè÷¼ì èõ ïåðâûå ïðîèçâîäíûå è äèôôåðåíöèàëû
óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì:

(u± v)′ = u′ ± v′, d(u± v) = du± dv;

(uv)′ = u′v + v′u, d(uv) = vdu+ udv;(u
v

)′
=
u′v − v′u

v2
, d

(u
v

)
=
vdu− udv

v2
(v 6= 0).

Ñëåäñòâèå. Ïðîèçâîäíàÿ è äèôôåðåíöèàë ïðîèçâåäåíèÿ n
ôóíêöèé:

(u1u2...un)′ = u′1u2...un + u1u
′
2...un + ...+ u1u2...u

′
n,

d(u1u2...un) = d(u1)u2...un + u1d(u2)...un + ...+ u1u2...d(un).

1.7 Ïðîèçâîäíàÿ è äèôôåðåíöèàë ñëîæíîé ôóíê-
öèè. Ïî÷ëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ðàâåíñòâ

Âûøå ìû ðàññìîòðåëè ñëó÷àé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé x.
Ïóñòü òåïåðü x = x(t) � ôóíêöèÿ (íåçàâèñèìîé) ïåðåìåííîé
t, èëè çàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ.

Ò5 (ïðîèçâîäíàÿ è äèôôåðåíöèàë ñëîæíîé ôóíêöèè). Ïóñòü
ôóíêöèÿ x = ϕ(t) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå t0, à ôóíêöèÿ
y = f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0 = ϕ(t0). Òîãäà ñëîæíàÿ
ôóíêöèÿ y = f(x(t)) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå t0, ïðè÷¼ì

(f(ϕ(t))′
∣∣∣
t=t0

= f ′(x0) · ϕ′(t0),

df(x(t))
∣∣∣
t=t0

= f ′(x0)dx(t0) = f ′(x0)·ϕ′(t0)dt = (f ′(x0)·ϕ′(t0))dt =

= (f(ϕ(t))′
∣∣∣
t=t0

dt.

Ýòî ñâîéñòâî èíîãäà íàçûâàþò ñâîéñòâîì èíâàðèàíòíîñòè

ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà ñëîæíîé ôóíêöèè (îòíîñèòåëüíî çàìå-
íû àðãóìåíòà). Ñóòü åãî ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïåðâûé äèôôåðåí-
öèàë èìååò îäèí è òîò æå âèä ïðîèçâåäåíèÿ ïåðâîé ïðîèçâîä-
íîé è äèôôåðåíöèàëà ïåðåìåííîé (dy = f ′(x0)dx) íåçàâèñèìî
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îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè x íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé èëè ôóíêöèåé
íåêîòîðîãî àðãóìåíòà t.

Ò6 (î ïî÷ëåííîì äèôôåðåíöèðîâàíèè ðàâåíñòâ). Åñëè
ôóíêöèè f(x) è g(x) äèôôåðåíöèðóåìû íà ìíîæåñòâå X è
∀x ∈ X f(x) = g(x), òî f ′(x) = g′(x).

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî.

Ïðèìåð 8. Íàïðèìåð, ôóíêöèè f(x) = x2 è g(x) = x2 + 1 íå ÿâëÿ-

þòñÿ òîæäåñòâåííî ðàâíûìè íà ìíîæåñòâå R (áîëåå òîãî, èõ çíà÷å-

íèÿ íå ñîâïàäàþò íè â îäíîé òî÷êå), â òî æå âðåìÿ èõ ïðîèçâîäíûå

ïðè âñåõ x ðàâíû: f ′(x) = 2x = g′(x). �

1.8 Òåîðåìà î õàðàêòåðå òî÷åê ðàçðûâà ïðîèçâîä-
íîé. Òåîðåìà Äàðáó î ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷å-
íèÿõ ïðîèçâîäíîé. Î ïðîèçâîäíîé ïåðèîäè÷å-
ñêîé è ÷¼òíîé ôóíêöèé

Ò7 (î õàðàêòåðå òî÷åê ðàçðûâà ïðîèçâîäíîé). Ïóñòü ôóíêöèÿ
f(x) äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå (a, b). Òîãäà å¼ ïðîèçâîä-
íàÿ f ′(x) íå ìîæåò èìåòü íà ýòîì èíòåðâàëå íè óñòðàíèìûõ
ðàçðûâîâ, íè ðàçðûâîâ 1-ãî ðîäà (òîëüêî ðàçðûâû 2-ãî ðîäà).

Ò8 (Äàðáó, î ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïðîèçâîäíîé).
Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå (A,B),
A < a < b < B, f ′(a) = α, f ′(b) = β. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ÷èñëà
γ èç ñåãìåíòà [α, β] (èëè [β, α]) íàéä¼òñÿ òàêàÿ òî÷êà c ∈ [a, b],
÷òî f ′(c) = γ.

Ò9 (î ïðîèçâîäíîé ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè).1 Ïðîèçâîäíàÿ
ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè åñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ïðè÷¼ì
ñ òåì æå ïåðèîäîì T .

Ò10 (î ïðîèçâîäíîé ÷¼òíîé è íå÷¼òíîé ôóíêöèé).2 Ïðî-
1Ôóíêöèÿ f(x), îïðåäåë¼ííàÿ íà ìíîæåñòâå X, íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷å-

ñêîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå íåðàâíîå íóëþ äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî T (íàçû-
âàåìîå ïåðèîäîì), ÷òî: 1) äëÿ âñåõ x ∈ X ÷èñëà x±T òàêæå ïðèíàäëåæàò
X; 2) äëÿ âñåõ x ∈ X âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè f(x+T ) = f(x).
Íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé ïåðèîä T íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì (îñíîâíûì)
ïåðèîäîì ôóíêöèè.

2Ôóíêöèÿ f(x), îïðåäåë¼ííàÿ íà ìíîæåñòâå X (ñèììåòðè÷íîì îòíîñè-
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èçâîäíàÿ ÷¼òíîé äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè åñòü ôóíêöèÿ
íå÷¼òíàÿ, à ïðîèçâîäíàÿ íå÷¼òíîé äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíê-
öèè åñòü ôóíêöèÿ ÷¼òíàÿ.

1.9 Çàäà÷è

Íàéòè äèôôåðåíöèàë dy ôóíêöèè â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x:

�1. y = sin2 x+ 5x3 − 2x;

�2. y = 2x cosx;

�3. y =
lnx√
x
;

�4. y = (u(x)− 2) · ln(1 + v(x)), ãäå u(x), v(x) � äèôôåðåí-
öèðóåìûå ôóíêöèè íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé x;

�5. y = f(u), ãäå u(x) = e4x · cos 2x (f(u) � äèôôåðåíöèðó-
åìàÿ ôóíêöèÿ).

�6. [6, � 1096(à,á)] Óïðîñòèòü îòíîøåíèÿ äèôôåðåíöèàëîâ

à)
d(x3 − 2x6 − x9)

d(x3)
; á)

d

d(x2)

(
sinx

x

)
.

�7. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0. ×å-
ìó ðàâåí ïðåäåë

lim
∆x→0

(f(x0 + ∆x)− f(x0)) ?

�8. [6, � 833] Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåí-
öèðóåìà è n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî

lim
n→+∞

n

(
f

(
x+

1

n

)
− f(x)

)
= f ′(x). (1)

Îáðàòíî, åñëè äëÿ ôóíêöèè f(x) ñóùåñòâóåò ïðåäåë (1), òî
ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ èìååò ïðîèçâîäíóþ?
Ðàññìîòðåòü ïðèìåð ôóíêöèè Äèðèõëå.

òåëüíî òî÷êè x = 0) íàçûâàåòñÿ ÷¼òíîé (íå÷¼òíîé), åñëè ∀x ∈ X âûïîë-
íÿåòñÿ f(−x) = f(x) (ñîîòâåòñòâåííî, f(−x) = −f(x)).
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�9. Ñóùåñòâóåò ëè ôóíêöèÿ, îïðåäåë¼ííàÿ íà R è äèôôå-
ðåíöèðóåìàÿ ðîâíî â îäíîé òî÷êå?

�10. Ïóñòü f(x) = |π2− x2| · sin2 x. Âî âñåõ ëè òî÷êàõ äèô-
ôåðåíöèðóåìà ýòà ôóíêöèÿ? Íàéòè f ′(π) è f ′(−π) â ñëó÷àå
óòâåðäèòåëüíîãî îòâåòà.

�11. [6, � 991] Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ

f(x) =

{
x2 · sin 1

x , åñëè x 6= 0,

0, åñëè x = 0,

èìååò ðàçðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ.

�12. [6, � 992] Ïðè êàêîì óñëîâèè ôóíêöèÿ

f(x) =

{
xn · sin 1

x , åñëè x 6= 0,

0, åñëè x = 0,

à) íåïðåðûâíà ïðè x = 0; á) äèôôåðåíöèðóåìà ïðè x = 0;
â) èìååò íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ ïðè x = 0?

�13. [6, � 994] Íàéòè f ′(a), åñëè f(x) = (x − a)ϕ(x), ãäå
ôóíêöèÿ ϕ(x) íåïðåðûâíà ïðè x = a.

�14. [6, � 998] Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ

f(x) =

{
x2, åñëè x ∈ Q;
0, åñëè x ∈ R\Q,

èìååò ïðîèçâîäíóþ ëèøü ïðè x = 0.

�15. [6, � 1009.1] Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ

f(x) =

{
x · sin 1

x , åñëè x 6= 0,

0, åñëè x = 0,

íåïðåðûâíà ïðè x = 0, íî íå èìååò â ýòîé òî÷êå íè ëåâîé, íè
ïðàâîé ïðîèçâîäíûõ.

�16. [6, � 1009.2] Ïóñòü x0 � òî÷êà ðàçðûâà 1-ãî ðîäà ôóíê-
öèè f(x). Âûðàæåíèÿ

f ′−(x0) = lim
h→−0

f(x0 + h)− f(x0 − 0)

h
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è

f ′+(x0) = lim
h→+0

f(x0 + h)− f(x0 + 0)

h

íàçûâàþòñÿ îáîáù¼ííûìè îäíîñòîðîííèìè (ñîîòâåòñòâåííî,
ëåâîé è ïðàâîé) ïðîèçâîäíûìè ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0.

Íàéòè f ′−(x0) è f ′+(x0) â òî÷êå ðàçðûâà x0 ôóíêöèè f(x),

åñëè: à) f(x) =

√
x2 + x3

x
; á) f(x) =

1

1 + e
1
x

.

�17. [6, � 1010] Ïóñòü

f(x) =

{
x2, åñëè x 6 x0,

ax+ b, åñëè x > x0.

Êàê ñëåäóåò ïîäîáðàòü êîýôôèöèåíòû a è b, ÷òîáû ôóíêöèÿ
f(x) áûëà íåïðåðûâíîé è äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå x = x0?

�18. [6, � 1014] Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî ñóììà
F (x) = f(x) + g(x) íå èìååò ïðîèçâîäíîé â òî÷êå x = x0, åñ-
ëè: à) ôóíêöèÿ f(x) èìååò ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå x0, à ôóíêöèÿ
g(x) íå èìååò ïðîèçâîäíîé â ýòîé òî÷êå; á) îáå ôóíêöèè f(x) è
g(x) íå èìåþò ïðîèçâîäíîé â òî÷êå x0? Ðàññìîòðåòü ïðèìåðû:
1) f(x) = |x|, g(x) = 1 − |x| â òî÷êå x0 = 0; 2) f(x) = {x},
g(x) = [x] ïðè x0 ∈ Z.
�19. [6, � 1015] Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå

F (x) = f(x) ·g(x) íå èìååò ïðîèçâîäíîé â òî÷êå x = x0, åñëè: à)
ôóíêöèÿ f(x) èìååò ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå x0, à ôóíêöèÿ g(x)
íå èìååò ïðîèçâîäíîé â òî÷êå x0; á) îáå ôóíêöèè íå èìåþò
ïðîèçâîäíîé â òî÷êå x0? Ðàññìîòðåòü ïðèìåðû: à) f(x) = x,
g(x) = |x|, x0 = 0; á) f(x) = |x|, g(x) = |x|, x0 = 0.

�20. [6, � 1016(à,á,â)] ×òî ìîæíî ñêàçàòü î äèôôåðåíöè-
ðóåìîñòè ñëîæíîé ôóíêöèè F (x) = f(g(x)) â äàííîé òî÷êå
x = x0, åñëè: à) ôóíêöèÿ f(g) èìååò ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå g(x0),
à ôóíêöèÿ g(x) íå èìååò ïðîèçâîäíîé â òî÷êå x = x0; á) ôóíê-
öèÿ f(g) íå èìååò ïðîèçâîäíîé â òî÷êå g(x0), à ôóíêöèÿ g(x)
èìååò ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå x = x0; â) îáå ôóíêöèè f(g) è g(x)
íå äèôôåðåíöèðóåìû â ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàõ g(x0) è x0.
Ðàññìîòðåòü ïðèìåðû:

à) f(g) = g2, g(x) = |x|; á) f(g) = |g|, g(x) = x2;
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â) f(g) = χ(g), g(x) = χ(x), ãäå χ(·) � ôóíêöèÿ Äèðèõëå.
�21. [6, � 1020] Åñëè ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â

êîíå÷íîì èíòåðâàëå (a, b) è lim
x→a

f ′(x) = ∞, òî îáÿçàòåëüíî ëè

lim
x→a

f(x) =∞? Ðàññìîòðåòü ïðèìåð: f(x) = 3
√
x ïðè x→ 0.

�22. [6, � 1023] Ìîæíî ëè ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü
íåðàâåíñòâî ìåæäó ôóíêöèÿìè?

�23. [6, � 1027] Äîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ÷¼òíîé äèôôå-
ðåíöèðóåìîé ôóíêöèè åñòü ôóíêöèÿ íå÷¼òíàÿ, à ïðîèçâîäíàÿ
íå÷¼òíîé äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè åñòü ôóíêöèÿ ÷¼òíàÿ.

�24. [6, � 1028] Äîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ äèôôåðåíöè-
ðóåìîé ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè åñòü ôóíêöèÿ ñíîâà ïåðèîäè-
÷åñêàÿ ñ òåì æå ïåðèîäîì.

�25. Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ

f(x) =

{
x2 · sin 1

x , åñëè x 6= 0,

0, åñëè x = 0,

íåïðåðûâíà è äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå (−1, 1), à å¼ ïðî-
èçâîäíàÿ f ′(x) èìååò â òî÷êå x = 0 ðàçðûâ âòîðîãî ðîäà.

�26. [6, � 1083] Äëÿ ôóíêöèè f(x) = x3 − 2x + 1 îïðåäå-
ëèòü: 1) ïðèðàùåíèå ∆f(1) ôóíêöèè â òî÷êå x = 1; 2) ïåðâûé
äèôôåðåíöèàë df(1) ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå.
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1.10 Îòâåòû è ðåøåíèÿ

1. Èìååì

d(sin2 x+ 5x3 − 2x) = d(sin2 x) + d(5x3)− d(2x) =

= 2 sinx cosxdx+ 15x2dx− 2dx = (sin 2x+ 15x2 − 2)dx.

2. Èìååì

d(2x cosx) = cosxd(2x) + 2xd(cosx) =

= cosx2x ln 2dx+ 2x(− sinx)dx = (cosx ln 2− sinx)2xdx.

3. Èìååì

d

(
lnx√
x

)
=

√
x · d(lnx)− lnx · d(

√
x)

x
=

=

√
x
(

1
xdx

)
− lnx

(
d 1

2
√
x
dx
)

x
=

2− lnx

2x
√
x
dx, x > 0.

4. Èìååì dy = y′dx =

(
u′ · ln(1 + v) + (u− 2) · v′

1 + v

)
dx.

5. Ïî ôîðìóëå äëÿ ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà èìååì:
dy = f ′(u)du, ãäå du = u′(x)dx = (4e4x cos 2x+
e4x(−2 sin 2x))dx = 2e4x(2 cos 2x − sin 2x)dx. Ïîäñòàâëÿÿ, îêîí-
÷àòåëüíî ïîëó÷àåì dy = f ′(u) · 2e4x(2 cos 2x− sin 2x)dx.

6. à) Èìååì

d(x3 − 2x6 − x9)

d(x3)
=
d(x3 − 2x6 − x9)

d(x3)
=

=
(3x2 − 12x5 − 9x8)dx

3x2dx
= 1− 4x3 − 3x6.

á)
d

d(x2)

(
sinx

x

)
=
d
(

sinx
x

)
d(x2)

=
x cosx−sinx

x2 dx

2xdx
=
x cosx− sinx

2x3
.

7. Èç äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0

ñëåäóåò å¼ íåïðåðûâíîñòü â ýòîé òî÷êå, ò. å. ðàâåíñòâî
lim

∆x→0
∆y = lim

∆x→0
(f(x0 + ∆x)− f(x0)) = 0.
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8. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíîé ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðå-
äåë

lim
∆x→0

f(x+ ∆x)− f(x)

∆x
= f ′(x)

ïðè ïðîèçâîëüíîì ñòðåìëåíèè ∆x ê 0. Ïóñòü ∆x = 1
n . Òîãäà

ðàâåíñòâî (1) äîêàçàíî.

Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî, è ïðè äðóãèõ ñïîñîáàõ
ñòðåìëåíèÿ ∆x ê 0 ïðåäåë ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü. Ðàññìîòðèì
ôóíêöèþ Äèðèõëå:

χ(x) =

{
1, åñëè x ∈ Q;
0, åñëè x ∈ R\Q.

Ïîñêîëüêó 1
n � ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, òî n

(
χ
(
x+ 1

n

)
− χ(x)

)
= 0

ïðè ëþáîì x è n. Òîãäà lim
n→+∞

n
(
χ
(
x+ 1

n

)
− χ(x)

)
= 0. Â äåé-

ñòâèòåëüíîñòè ôóíêöèÿ χ(x) íå èìååò ïðîèçâîäíîé. Â ñàìîì
äåëå, ïóñòü {ξn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë,
êîòîðàÿ ïðè n → ∞ ñòðåìèòñÿ ê +∞. Ïóñòü, äàëåå, x � ðà-
öèîíàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà x+ 1

ξn
� èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî è, ïî

îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè Äèðèõëå, èìååì χ
(
x+ 1

ξn

)
−χ(x) = −1,

à ïðåäåë lim
n→+∞

ξn

(
χ
(
x+ 1

ξn

)
− χ(x)

)
= −∞. Òàê êàê ðåçóëü-

òàò çàâèñèò îò ñïîñîáà ñòðåìëåíèÿ ∆x ê íóëþ, òî ïðèõîäèì ê
âûâîäó, ÷òî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî.

Ìîæíî áûëî îáîñíîâàòü íåäèôôåðåíöèðóåìîñòü èíà÷å, ñî-
ñëàâøèñü íà òî, ÷òî ôóíêöèÿ Äèðèõëå ðàçðûâíà â êàæäîé òî÷-
êå, à íèêàêàÿ ôóíêöèÿ íå ìîæåò áûòü äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷-
êå ðàçðûâà.

9. Äà, íàïðèìåð, y(x) =

{
x2, åñëè x ∈ Q;
−x2, åñëè x ∈ R\Q.

Äàííàÿ

ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà òîëüêî â òî÷êå x = 0 è f ′(0) = 0
(â îñòàëüíûõ òî÷êàõ îíà ðàçðûâíà è, ñëåäîâàòåëüíî, íå äèô-
ôåðåíöèðóåìà).

10. Äà; f ′(π) = f ′(−π) = 0. Ðåøåíèå. Ïðè x 6= ±π èìååì

f(x) =

{
(π2 − x2) sin2 x, åñëè −π < x < π,

(x2 − π2) sin2 x, åñëè (−∞, π)
⋃

(π,+∞),
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è ïðîèçâîäíàÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî îáû÷íûì ïðàâèëàì äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ.

Èññëåäóåì ôóíêöèþ íà äèôôåðåíöèðóåìîñòü â òî÷êàõ
x = ±π, âîñïîëüçîâàâøèñü îïðåäåëåíèåì ïðîèçâîäíîé (ïîëüçî-
âàòüñÿ ñòàíäàðòíûìè ôîðìóëàìè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â äàí-
íîì ñëó÷àå íåëüçÿ):

f ′(π) = lim
x→π

f(x)− f(π)

x− π
= lim

x→π

|π2 − x2| · sin2 x

x− π
.

Ïåðåõîäÿ ïîä çíàêîì ïðåäåëà ê ïåðåìåííîé t = x−π, ïîëó÷èì

lim
t→0

|t||2π + t| sin2 t

t
= lim

t→0

|t||2π + t|t2

t
= lim

t→0
|t||2π + t|t = 0.

Àíàëîãè÷íî è f ′(−π) = 0. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ äèôôåðåí-
öèðóåìà âî âñåõ òî÷êàõ.

11. Ïî ïðàâèëó âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé îò ïðîèçâåäåíèÿ
ôóíêöèé èìååì ïðè x 6= 0: f ′(x) = 2x sin 1

x − cos 1
x . Â òî÷êå

x = 0 ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíîé ïîëó÷èì

f ′(0) = lim
∆x→0

(∆x)2 sin 1
∆x

∆x
= lim

∆x→0

(
∆x · sin 1

∆x

)
= 0.

Òàêèì îáðàçîì,

f ′(x) =

{
2x sin 1

x − cos 1
x , åñëè x 6= 0,

0, åñëè x = 0.

Èññëåäóåì f ′(x) íà íåïðåðûâíîñòü. Î÷åâèäíî, ïðè x 6= 0 f ′(x)
íåïðåðûâíà âî âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Â òî÷êå x = 0
ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà, åñëè f ′(−0) = f ′(+0) = f ′(0),
íî f ′(±0) = lim

∆x→±0

(
2x sin 1

x − cos 1
x

)
íå ñóùåñòâóþò, ïîýòîìó

ôóíêöèÿ ðàçðûâíà â íóëå.

12. à) Èç îïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè ñëåäóåò, ÷òî
äîëæíû ñóùåñòâîâàòü îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû f(−0), f(+0) è,
êðîìå òîãî, f(−0) = f(+0) = f(0). Èìååì

f(±0) = lim
∆x→±0

(∆x)n sin
1

∆x
.
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Î÷åâèäíî, ÷òî äàííûé ïðåäåë ñóùåñòâóåò è ðàâåí íóëþ ëèøü
ïðè n > 0. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà â íóëå ïðè n > 0.

á) Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷íîé ïðîèçâîäíîé ó íåïðåðûâíîé
â òî÷êå x = 0 ôóíêöèè f(x) äîëæíî áûòü f ′−(0) = f ′+(0). Ïî
îïðåäåëåíèþ

f ′±(0) = lim
∆x→±0

(∆x)n · sin 1
∆x

∆x
= lim

∆x→±0
(∆x)n−1 · sin 1

∆x
.

Ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò ëèøü ïðè n > 1 è ðàâåí íóëþ. Èòàê,
ôóíêöèÿ f(x) èìååò êîíå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå x = 0 ïðè
n > 1.

â) Íàéä¼ì f ′(x) ïðè x 6= 0:

f ′(x) = n · xn−1 sin
1

x
− xn−2 · cos

1

x
.

Äëÿ íåïðåðûâíîñòè f ′(x) â òî÷êå x = 0 ⇔ f ′(−0) = f ′(+0)
= f ′(0). Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè x → ±0 f ′(±0) ñóùåñòâóþò òîëü-
êî ïðè n − 2 > 0 è ðàâíû íóëþ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, f ′(0) =

lim
∆x→0

(∆x)n sin 1
∆x

∆x
= 0 ïðè n > 1 (⇒ ïðè n > 2). Ïîýòîìó f ′(x)

íåïðåðûâíà â 0 ïðè n > 2.

13. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíîé,

f ′(a) = lim
∆x→0

(a+ ∆x− a) · ϕ(a+ ∆x)

∆x
= lim

∆x→0
ϕ(a+∆x) = ϕ(a)

(â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ϕ(x) ïðè x = a).

14. Ïîêàæåì, ÷òî â òî÷êå x = 0 ôóíêöèÿ äèôôå-
ðåíöèðóåìà. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïðåäåë

lim
∆x→0

f(0 + ∆x)− f(0)

∆x
= lim

∆x→0

f(∆x)

∆x
ñóùåñòâóåò è ðàâåí íó-

ëþ. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

∣∣∣∣f(∆x)

∆x

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣(∆x)2

∆x

∣∣∣∣ = |∆x| < ε,

êàê òîëüêî |∆x| < δ = ε.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïðè x 6= 0 f ′(x) íå ñóùåñòâóåò. Îò
ïðîòèâíîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ′(x) ñóùåñòâóåò. Íî òîãäà f(x)
äîëæíà áûòü íåïðåðûâíà ïðè ýòîì x, îäíàêî ðàññìàòðèâàåìàÿ
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ôóíêöèÿ ðàçðûâíà â êàæäîé òàêîé òî÷êå. Ïîëó÷åííîå ïðîòè-
âîðå÷èå äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.

15. Òàê êàê lim
∆x→0

f(x + ∆x) = f(x) (ïîñêîëüêó

lim
∆x→0

(
∆x · sin 1

∆x

)
= 0 è f(0) = 0), òî ïî îïðåäåëåíèþ íåïðå-

ðûâíîñòè â òî÷êå, ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà â íóëå. Ïðè ýòîì
îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå

f ′±(0) = lim
∆x→±0

f(∆x)− f(0)

∆x
= lim

∆x→±0

1

∆x

(
∆x · sin 1

∆x

)
=

= lim
∆x→±0

sin
1

∆x
íå ñóùåñòâóþò.

16. à) Èìååì x0 = 0 � òî÷êà ðàçðûâà 1-ãî ðîäà, ò. ê.

f(±0) = lim
∆x→±0

√
(∆x)2 + (∆x)3

∆x
= lim

∆x→±0

|∆x|
∆x

= ±1.

Ïî îïðåäåëåíèþ îáîáù¼ííîé ïðîèçâîäíîé,

f ′±(0) = lim
∆x→±0

√
(∆x)2+(∆x)3

∆x ∓ 1

∆x
=

= lim
∆x→±0

√
(∆x)2 + (∆x)3 ∓∆x

(∆x)2
=

= lim
∆x→±0

√
(∆x)2 + (∆x)3 − |∆x|

(∆x)2
=

= lim
∆x→±0

√
1 + ∆x− 1

∆x
· lim

∆x→±0

∆x

|∆x|
= ±1

2
.

á) Èìååì x0 = 0 � òî÷êà ðàçðûâà 1-ãî ðîäà, ò. ê. f(+0) = 0,
f(−0) = 1. Òîãäà

f ′+(0) = lim
∆x→+0

(
1

∆x
· 1

1 + e
1

∆x

)
= 0;

f ′−(0) = lim
∆x→−0

(
1

∆x
·
(

1

1 + e
1

∆x

− 1

))
=
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= lim
∆x→−0

1

|∆x|

1− 1

1 + 1

e
1
|∆x|

 =

= lim
∆x→−0

1

|∆x|

(
1− e

1
|∆x|

1 + e
1
|∆x|

)
= lim

∆x→−0

1

|∆x|
· 1

1 + e
1
|∆x|

= 0

(çäåñü èñïîëüçîâàëñÿ ïðåäåë lim
y→±∞

(y · e−|y|) = 0).

17. Çàïèøåì óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè:

f(x0 − 0) = f(x0 + 0) = f(x0) ⇔ x2
0 = ax0 + b. (1)

Äîáàâèì óñëîâèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè â ýòîé òî÷êå:
f ′−(x0) = f ′+(x0). Íàéäåì, ïî îïðåäåëåíèþ, îäíîñòîðîííèå ïðî-
èçâîäíûå:

f ′−(x0) = lim
x→x0−0

f(x)− f(x0)

x− x0
= lim

x→x0−0

x2 − x2
0

x− x0
= 2x0,

f ′+(x0) = lim
x→x0+0

f(x)− f(x0)

x− x0
= lim

x→x0+0

ax+ b− (ax0 + b)

x− x0
= a.

Èòàê, óñëîâèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè: 2x0 = a. (2)

Ðåøàÿ ñèñòåìó (1)�(2), íàõîäèì a = 2x0, b = −x2
0.

18. à) Äà. Â ñàìîì äåëå,

F ′(x0) = lim
∆x→0

f(x0 + ∆x) + g(x0 + ∆x)− f(x0)− g(x0)

∆x
=

= lim
∆x→0

(
f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x
+
g(x0 + ∆x)− g(x0)

∆x

)
.

Ýòîò ïðèìåð íå ñóùåñòâóåò, ò. ê. ïî óñëîâèþ g(x) íå èìååò ïðî-
èçâîäíîé â òî÷êå x = 0 (íå ñóùåñòâóåò ïðåäåë âòîðîé èç äðî-
áåé).

á) Âîîáùå ãîâîðÿ, íåò, ò. ê. åñëè ψ(x) íå èìååò ïðîèçâîäíîé,
à ϕ(x) èìååò ïðîèçâîäíóþ, òî çà f(x) ìîæíî ïðèíÿòü ψ(x), à
çà g(x) = ϕ(x)−ψ(x). Òîãäà F (x) = ψ(x)+(ϕ(x)−ψ(x)) ≡ ϕ(x)
áóäåò èìåòü ïðîèçâîäíóþ. Ïðèìåðû èç óñëîâèÿ ðàññìîòðèòå
ñàìîñòîÿòåëüíî.
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19. à) Âîîáùå ãîâîðÿ, íåò. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíîé
èìååì:

F ′(x0) = lim
∆x→0

f(x0 + ∆x)g(x0 + ∆x)− f(x0)g(x0)

∆x
=

(äîáàâëÿÿ â ÷èñëèòåëå äðîáè ±(f(x0 + ∆x) · g(x0)))

lim
∆x→0

(
f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x
· g(x0) + f(x0 + ∆x) · g(x0 + ∆x)− g(x0)

∆x

)
.

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ g(x) îïðåäå-

ëåíà â îêðåñòíîñòè |x−x0| < δ, f(x0) = 0,
∣∣∣g(x0+∆x)−g(x0)

∆x

∣∣∣ 6M ,

òî F ′(x0) ñóùåñòâóåò. Íàïðèìåð, åñëè f(x) = x, g(x) = |x|,
x0 = 0, òî F ′(0) = 0.

á) Êàê è â ñëó÷àå à), ïîëó÷èì äëÿ ïðîèçâîäíîé F ′(x0)
òàêîå æå âûðàæåíèå. Ýòà ïðîèçâîäíàÿ ìîæåò ñóùåñòâî-
âàòü, íàïðèìåð, òîãäà, êîãäà îáå ôóíêöèè íåïðåðûâíû è

g(x0) = 0, f(x0) = 0,
∣∣∣g(x0+∆x)−g(x0)

∆x

∣∣∣ 6 M . Íàïðèìåð, åñëè

f(x) ≡ g(x) = |x|, x0 = 0, òî F ′(0) = 0.

20. à) Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíîé,

F ′(x0) = lim
∆x→0

f(g(x0 + ∆x))− f(g(x0))

∆x
=

= lim
∆x→0

f(g(x0 + ∆x))− f(g(x0))

g(x0 + ∆x)− g(x0)
· g(x0 + ∆x)− g(x0)

∆x
.

Åñëè lim
∆x→0

f(g(x0 + ∆x))− f(g(x0))

g(x0 + ∆x)− g(x0)
= 0, à∣∣∣∣g(x0 + ∆x)− g(x0)

∆x

∣∣∣∣ ≤M,

òî F ′(x0) ñóùåñòâóåò è ðàâíà 0. Íàïðèìåð, f(x) = x2,
g(x) = |x|, x0 = 0, òîãäà f(g(x)) = |x|2 � äèôôåðåíöèðóåìà,
F ′(0) = 0.

á) Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû

lim
∆x→0

g(x0 + ∆x)− g(x0)

∆x
= 0, à∣∣∣∣f(g(x0 + ∆x))− f(g(x0))

g(x0 + ∆x)− g(x0)

∣∣∣∣ ≤M,
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òî F ′(x0) ñóùåñòâóåò è ðàâíà 0. Íàïðèìåð, f(x) = |x|,
g(x) = x2, x0 = 0.

â) χ(χ(x)) ≡ 1 � äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, õîòÿ ôóíêöèÿ
Äèðèõëå íå äèôôåðåíöèðóåìà íè â îäíîé òî÷êå.

21. Âîîáùå ãîâîðÿ, íåò. Â ïðåäëîæåííîì ïðèìåðå f ′(x) =
1

3
3
√
x2
→ +∞ ïðè x → 0. (Òî÷êà x = 0 � òî÷êà ïåðåãèáà ãðà-

ôèêà ôóíêöèè). Çäåñü f ′(0) áåñêîíå÷íà, íî ïðè ýòîì lim
x→0

3
√
x =

0 6=∞.

22. Âîîáùå ãîâîðÿ, íåò: èç íåðàâåíñòâà f1(x) ≥ f2(x) íå
ñëåäóåò íåðàâåíñòâî f ′1(x) ≥ f ′2(x). Íàïðèìåð, f1(x) ≡ 4,
f2(x) = x2, x ∈ [1, 2]. Íà ýòîì îòðåçêå f1(x) ≡ 4 ≥ x2 = f2(x),
íî f ′1(x) ≡ 0 < 2x = f ′2(x). Èëè f1(x) ≡ 4 > f2(x) ≡ 1, íî
f ′1(x) ≡ 0 ≡ f ′2(x).

23. Ïóñòü ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ x f(−x) = f(x), òîãäà

f ′(−x) = lim
∆x→0

f(−x+ ∆x)− f(−x)

∆x
= lim

∆x→0

f(x−∆x)− f(x)

∆x
=

= − lim
−∆x→0

f(x−∆x)− f(x)

−∆x
= −f ′(x).

Â ñëó÷àå íå÷¼òíîé ôóíêöèè äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

24. Â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè èìååì f(x + T ) = f(x) ïðè âñåõ
x ∈ X. Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ýòî ðàâåíñòâî ïî ïåðåìåííîé x,
ïîëó÷àåì f ′(x) = f ′(x+T ), ò. å. f ′(x) � ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
ñ òåì æå ïåðèîäîì T > 0.

25. 1) Ïðîèçâîäíàÿ â òî÷êå x = 0 ñóùåñòâóåò è ðàâíà íóëþ:

f ′(0) = lim
x→0

x2 · sin 1
x − 0

x
= 0.

2) Ïðè x 6= 0 èìååì f ′(x) = 2x · sin 1
x − cos 1

x . Ïðè x→ 0 ïåðâîå
ñëàãàåìîå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, à ïðåäåë âòîðîãî íå ñóùåñòâóåò,
ñëåäîâàòåëüíî, x = 0 � òî÷êà ðàçðûâà 2-ãî ðîäà.

26. 1) Ïðèäàäèì â òî÷êå x = 1 àðãóìåíòó ôóíêöèè f ïðè-
ðàùåíèå ∆x è íàéä¼ì ñîîòâåòñòâóþùåå ïðèðàùåíèå ôóíêöèè:

∆f(1) = f(1 + ∆x)− f(1) = ((1 + ∆x)3 − 2(1 + ∆x) + 1)− 0 =

31



= ∆x+ 3(∆x)2 + (∆x)3.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî df(1) = ∆x (ãëàâíàÿ ÷àñòü ïðèðàùåíèÿ ïðè
∆x→ 0, ëèíåéíàÿ îòíîñèòåëüíî ∆x).

2) Âûøå ìû íàøëè çíà÷åíèå äèôôåðåíöèàëà â òî÷êå x = 1,
äåéñòâóÿ ïî îïðåäåëåíèþ äèôôåðåíöèàëà 1-ãî ïîðÿäêà. Ìîæíî
áûëî ïîñòóïèòü èíà÷å, à èìåííî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñòàíäàðòíîé
ôîðìóëîé äëÿ 1-ãî äèôôåðåíöèàëà:

df(x) = (x3 − 2x+ 1)′dx = (3x2 − 2)dx
∣∣∣
x=1

= dx.
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2 ÑÅÌÈÍÀÐ: Äèôôåðåíöèðîâàíèå

ôóíêöèé, çàäàííûõ ïàðàìåòðè÷åñêè

è íåÿâíî. Ïðîèçâîäíàÿ îáðàòíîé ôóíê-

öèè

¾Ãëóïîñòü � ýòî íå îòñóòñòâèå óìà. Ýòî òàêîé óì¿.

Àëåêñàíäð Èâàíîâè÷ Ëåáåäü (1950�2002)
� ðîññèéñêèé ïîëèòè÷åñêèé è âîåííûé

äåÿòåëü.

Âûøå ìû ðàññìîòðåëè âàæíûé ñëó÷àé ÿâíîãî çàäàíèÿ

ôóíêöèè îäíîé äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé, ò. å. êîãäà ôóíê-
öèÿ çàäàíà óðàâíåíèåì, ðàçðåø¼ííûì îòíîñèòåëüíî ïåðåìåí-
íîé y: y = f(x), x ∈ X. Â îáùåì ñëó÷àå ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü
òàêæå çàäàíà â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïàðàìåòðè÷åñêè
èëè íåÿâíî. Îáðàòèìñÿ ê ýòèì ñëó÷àÿì, âûÿñíèì, ïðè êàêèõ
óñëîâèÿõ â ïîäîáíîé ñèòóàöèè ôóíêöèÿ áóäåò äèôôåðåíöèðó-
åìîé è êàê íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè è å¼ äèôôåðåíöèàë.

2.1 Ïðîèçâîäíàÿ ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííîé ôóíê-
öèè

Ïîíÿòèå ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííîé ôóíêöèè îäíîé
äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé. Ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäàíèå
ôóíêöèè � îáîáùåíèå ÿâíîãî ñïîñîáà çàäàíèÿ ôóíêöèè îäíîé
ïåðåìåííîé è îäèí èç îñíîâíûõ ñïîñîáîâ äëÿ îïðåäåëåíèÿ òà-
êîãî òèïà ôóíêöèé.

Ãîâîðÿò, ÷òî îäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ y = f(x) çàäàíà ïàðà-

ìåòðè÷åñêè, åñëè:

1) íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå T ⊆ R îïðåäåëåíû äâå ôóíêöèè{
x = x(t),

y = y(t), t ∈ T,
ãäå t íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðîì;

2) åñëè îáîçíà÷èòü X � ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè x(t),
òî íà í¼ì îïðåäåëåíà îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ t = t−1(x).
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Òîãäà, ïîäñòàâëÿÿ t = t−1(x) âî âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû,
äëÿ ëþáîãî x ∈ X ïîëó÷èì ôóíêöèþ y = y(t−1(x)) (= f(x)).
Ïðè ýòîì îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f(x) ÿâëÿåòñÿ ìíî-
æåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè x(t), à ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé ôóíê-
öèè f(x) ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè y(t).

Êîãäà ïàðàìåòð t ïðîáåãàåò âñ¼ ìíîæåñòâî T , òî÷êà ñ êîîð-
äèíàòàìè (x(t), y(t)) îïèñûâàåò íà ïëîñêîñòè Oxy ìíîæåñòâî
òî÷åê, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì äàííîé ôóíêöèè y = f(x).

Åñëè îáå ôóíêöèè x(t) è y(t) íåïðåðûâíû íà ìíîæåñòâå T , è
ïðè ýòîì ôóíêöèÿ x(t) ñòðîãî ìîíîòîííà íà T , òî òàêàÿ ñèñòåìà
îïèñûâàåò íà ïëîñêîñòè íåêîòîðóþ íåïðåðûâíóþ ïëîñêóþ êðè-
âóþ, ÿâëÿþùóþñÿ ãðàôèêîì îäíîçíà÷íîé íåïðåðûâíîé ôóíê-
öèè. Åñëè óáðàòü òðåáîâàíèå ìîíîòîííîñòè äëÿ x(t), îñòàâèâ
óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè x(t) è y(t), òî ïîëó÷èì ïëîñêóþ íåïðå-
ðûâíóþ êðèâóþ, çàäàííóþ ïàðàìåòðè÷åñêè, è â ýòîì ñëó÷àå
ñîâñåì íå îáÿçàòåëüíî êàæäîìó çíà÷åíèþ x áóäåò ñîîòâåòñòâî-
âàòü åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå y.

Ëþáóþ ôóíêöèÿ, çàäàííóþ ÿâíî óðàâíåíèåì y = f(x),
x ∈ X, ìîæíî çàäàòü ïàðàìåòðè÷åñêè ñèñòåìîé óðàâíåíèé{

x(t) = t,

y(t) = f(t), t ∈ X.

Â ýòîì ñìûñëå ÿâíîå îïðåäåëåíèå ôóíêöèè ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ïàðàìåòðè÷åñêîãî çàäàíèÿ ôóíêöèè.

Ïðèìåð 9. Ôóíêöèÿ y =
√

1− x2, ãäå x ∈ [−1, 1], ìîæåò áûòü
çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêè (ïàðàìåòðèçîâàíà) ñèñòåìîé óðàâíåíèé

x = cos t, y = sin t, ãäå t ∈ [0, π]. �

Ïðèìåð 10. Ïëîñêàÿ êðèâàÿ, çàäàííàÿ íåÿâíûì óðàâíåíèåì
x2 + y2 = 1, ïàðàìåòðèçóåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé

x = cos t, y = sin t, ãäå t ∈ [0, 2π].

Ýòî îêðóæíîñòü è îíà íå ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íîé ôóíêöèåé. �

Äëÿ ôóíêöèé, îïðåäåëÿåìûõ ïàðàìåòðè÷åñêè, òàêæå áûâà-
åò íåîáõîäèìî íàéòè ïðîèçâîäíóþ y ïî x. Ðàññìîòðèì, êàê ýòî
äåëàåòñÿ.
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Ò1 (î ïðîèçâîäíîé ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííîé ôóíêöèè). Åñ-
ëè ôóíêöèÿ y = y(x) çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêè ñèñòåìîé óðàâ-
íåíèé x = x(t), y = y(t), ïðè÷¼ì ôóíêöèè x(t) è y(t) äèôôå-
ðåíöèðóåìû â òî÷êå t0 è x′(t0) 6= 0, òî ôóíêöèÿ y(x) òàêæå
äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0 = x(t0) è

y′x =
y′t
x′t
, èëè (â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå)

dy

dx
=
dy/dt

dx/dt
,

ãäå ïðîèçâîäíàÿ y′x âû÷èñëÿåòñÿ â òî÷êå x0 = x(t0), à ïðîèç-
âîäíûå y′t, x

′
t � â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå t0.

Çàìå÷àíèå 1. Ôàêòè÷åñêè ïðè ïåðåõîäå îò
dy

dx
ê
dy/dt

dx/dt
ôîð-

ìàëüíûì ¾äåëåíèåì¿ ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ äðîáè íà dt,
â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëè îáðàçóþòñÿ ïðîèçâîäíûå y′t è x

′
t è

îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä îò îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî
ïåðåìåííîé x ê îïåðàòîðàì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïåðåìåí-
íîé t.

Çàìå÷àíèå 2. Ïðè ïàðàìåòðè÷åñêîì çàäàíèè ôóíêöèè ïðî-
èçâîäíàÿ y′x â îáùåì ñëó÷àå îêàçûâàåòñÿ çàâèñÿùåé îò ïàðà-
ìåòðà t, à íå îò x, ÷òî ìîæåò, îñîáåííî âíà÷àëå, ïîêàçàòüñÿ
íåñêîëüêî íåïðèâû÷íûì, íî ýòî íîðìàëüíàÿ ñèòóàöèÿ.

Ïðèìåð 11. [6, � 1040] Íàéòè ïðîèçâîäíóþ y′x è óêàçàòü, ïðè êà-
êèõ x îíà ñóùåñòâóåò, åñëè:

x = sin2 t, y = cos2 t (t ∈ R).

Ðåøåíèå. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè y(x) ñîâïàäàåò ñ îáëà-
ñòüþ çíà÷åíèé ôóíêöèè x = sin2 t è ÿâëÿåòñÿ ñåãìåíòîì x ∈ [0, 1].
Íàéä¼ì ïðîèçâîäíóþ.

1-é ñïîñîá. Èìååì y′x =
y′t
x′t

=
2 cos t · (− sin t)

2 sin t · cos t
= −1, ãäå sin 2t 6= 0

⇔ t 6= πn
2 (n ∈ Z), ïîýòîìó x ∈ (0, 1).

2-é ñïîñîá. Ñëîæèâ óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì x+y = 1, îòêóäà y = 1−x.
Òîãäà y′x = (1− x)′x = −1.

Îòâåò: y′x = −1 ïðè x ∈ (0, 1).
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2.2 Ïðîèçâîäíàÿ è äèôôåðåíöèàë íåÿâíî çàäàí-
íîé ôóíêöèè

¾Ìàòåìàòèêó íà 12 áàëëîâ çíàåò îäèí ãîñïîäü áîã, ÿ å¼ çíàþ
íà 10 áàëëîâ, à âû âñå � íà íóëü¿.

Ì. Â. Îñòðîãðàäñêèé (1801�1861) �
ìàòåìàòèê è ìåõàíèê, àâòîð ìåòîäà
Îñòðîãðàäñêîãî â òåîðèè èíòåãðàëîâ.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè:

F (x, y) = 0. (1)

Åñëè ìîæíî âûðàçèòü ïåðåìåííóþ y èõ äàííîãî óðàâíåíèÿ ÷å-
ðåç ïåðåìåííóþ x, ïðèâåäÿ åãî ê âèäó y = y(x), òî ãîâîðÿò,
÷òî ôóíêöèÿ çàäàíà ÿâíî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî
óðàâíåíèå (1) çàäà¼ò ôóíêöèþ y îò x íåÿâíûì îáðàçîì.

Ïðèìåð 12. Íàïðèìåð, óðàâíåíèå y3 + 3y = x íåÿâíûì îáðàçîì

çàäà¼ò ôóíêöèþ y(x). �

Ò2 (î ïðîèçâîäíîé è äèôôåðåíöèàëå ôóíêöèè, çàäàííîé

íåÿâíî). Åñëè äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ y = y(x) çàäàíà
íåÿâíî óðàâíåíèåì F (x, y) = 0, òî:

1) ïðîèçâîäíàÿ ýòîé íåÿâíîé ôóíêöèè ìîæåò áûòü íàéäåíà
èç óðàâíåíèÿ

d

dx
(F (x, y)) = 0,

ïîëó÷åííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî ïåðåìåííîé x íåÿâíî-
ãî óðàâíåíèÿ (1), ãäå ôóíêöèÿ F (x, y(x)) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê
ñëîæíàÿ (äèôôåðåíöèðóåìàÿ) ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé x;

2) äèôôåðåíöèàë íåÿâíîé ôóíêöèè íàõîäèòñÿ äèôôåðåíöè-
ðîâàíèåì óðàâíåíèÿ (1) (â ñìûñëå âçÿòèÿ äèôôåðåíöèàëà îò
ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé íåÿâíîãî óðàâíåíèÿ):

d(F (x, y)) = 0,

èç êîòîðîãî çàòåì âûðàæàåòñÿ dy.
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Çàìå÷àíèå. Ïðè íåÿâíîì çàäàíèè ôóíêöèè ïðîèçâîäíàÿ y′x
è äèôôåðåíöèàë dy â îáùåì ñëó÷àå îêàçûâàþòñÿ çàâèñÿùèìè
ñðàçó îò äâóõ ïåðåìåííûõ x è y.

Ïðèìåð 13. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ è äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè y(x),
çàäàííîé óðàâíåíèåì

2(x+ y)− ln y + 3 = 0.

Ðåøåíèå. 1) Íàéä¼ì ïðîèçâîäíóþ y′, äëÿ ýòîãî ïðîäèôôåðåíöè-
ðóåì (âîçüì¼ì ïðîèçâîäíóþ) óðàâíåíèå ïî ïåðåìåííîé x:

2(1 + y′)− y′

y
= 0, îòêóäà y′ =

2y

1− 2y
(y 6= 1

2
).

2) Íàéä¼ì äèôôåðåíöèàë dy, äëÿ ÷åãî âîçüì¼ì äèôôåðåíöèàë îò
îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ:

d(2(x+ y)− ln y + 3) = d(0) ⇔ 2dx+ 2dy − dy

y
= 0

⇔ 2dx+

(
2− 1

y

)
dy = 0 ⇔ dy =

2y

1− 2y
dx.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ïðîèçâîäíàÿ y′ ïðåäâàðèòåëüíî óæå áûëà âû-

÷èñëåíà, òî ïðè íàõîæäåíèè äèôôåðåíöèàëà ïðîùå áûëî âîñïîëü-

çîâàòüñÿ ôîðìóëîé dy = y′dx. �

2.3 Ïðîèçâîäíàÿ îáðàòíîé ôóíêöèè

Ïðåäñòàâèì ñåáå ñèòóàöèþ, êîãäà íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ïðî-
èçâîäíóþ îáðàòíîé ôóíêöèè â ñèòóàöèè, êîãäà ñàìó îáðàòíóþ
ôóíêöèþ íàéòè àíàëèòè÷åñêè çàòðóäíèòåëüíî èëè íå ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Êàê ïîñòóïèòü? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ
äàþò ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Ò3 (ïðîèçâîäíàÿ îáðàòíîé ôóíêöèè; ôîðìóëèðîâêà â òî÷-

êå). Ïóñòü ôóíêöèÿ y = y(x) ñòðîãî ìîíîòîííà è íåïðåðûâíà â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0; ïóñòü ñóùåñòâóåò y′(x0) 6= 0.
Òîãäà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè y0 = y(x0) îïðåäåëåíà
îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ x = x−1(y), ïðè÷¼ì îíà äèôôåðåíöèðóåìà
â òî÷êå y0 è (

x−1(y)
)′ ∣∣∣

y0

=
1

y′(x0)
,
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èëè, â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå,

dx

dy
=

1
dy
dx

,

ãäå ïðîèçâîäíûå áåðóòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàõ.

Ò4 (ïðîèçâîäíàÿ îáðàòíîé ôóíêöèè â ôîðìóëèðîâêå äëÿ èí-
òåðâàëà). Ïóñòü ôóíêöèÿ y = y(x) îïðåäåëåíà, íåïðåðûâíà è
ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàåò (óáûâàåò) íà èíòåðâàëå (a, b). Òî-
ãäà â ñîîòâåòñòâóþùåì èíòåðâàëå (A,B), ãäå A = lim

x→a+0
y(x),

B = lim
x→b−0

y(x), ñóùåñòâóåò îäíîçíà÷íàÿ îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ

x = x−1(y), òàêæå íåïðåðûâíàÿ è ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòà-
þùàÿ (óáûâàþùàÿ) íà ýòîì èíòåðâàëå. Ïðîèçâîäíàÿ îáðàòíîé
ôóíêöèè â êàæäîé òî÷êå èíòåðâàëà (A,B) íàõîäèòñÿ ïî òîé
æå ôîðìóëå, ÷òî è â ïðåäûäóùåé ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû.

Ïðèìåð 14. Íàéòè ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé:

à) y = arcsinx, x ∈ (−1, 1); á) y = arctg x, x ∈ R.

Ðåøåíèå. à) Îáðàòíîé ôóíêöèåé ê àðêñèíóñó ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

x = sin y. Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé
dy

dx
=

1
dx
dy

, ñâÿçûâàþùåé

ïðîèçâîäíûå âçàèìíî îáðàòíûõ ôóíêöèé:

(arcsinx)′ =
1

(sin y)′
=

1

cos y
=

1

cos(arcsinx)
=

1√
1− x2

.

á) Àíàëîãè÷íî èìååì

(arctg x)′ =
1

(tg y)′
=

1
1

cos2 y

= cos2 y =
1

1 + tg2 y
=

=
1

1 + (tg(arctg x))2
=

1

1 + x2
. �
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2.4 Çàäà÷è

Ðåøèòü çàäà÷è íà íàõîæäåíèå ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé, çà-

äàííûõ ïàðàìåòðè÷åñêè:

�27. [6, � 1046] Íàéòè ïðîèçâîäíóþ y′x òàì, ãäå îíà ñóùå-
ñòâóåò, åñëè

x = arcsin
t√

1 + t2
, y = arccos

1√
1 + t2

.

�28. Íàéòè y′x, åñëè x = et · cos t, y = et · sin t, ãäå t �
íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ.

�29. [6, � 780] Íàéòè ôóíêöèþ y = y(x), çàäàííóþ óðàâ-
íåíèÿìè {

x = arctg t,

y = arcctg t, t ∈ R.

Â êàêîé îáëàñòè îïðåäåëåíà ýòà ôóíêöèÿ?

�30. [6, � 1077(à,á)] Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé è
íîðìàëè1 ê êðèâîé {

x = 2t− t2,
y = 3t− t3, t ∈ R,

â òî÷êàõ: à) t = 0; á) t = 1.

�31. [6, � 1078(à,á,â)] Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé è
íîðìàëè ê êðèâîé

x =
2t+ t2

1 + t3
, y =

2t− t2

1 + t3

â òî÷êàõ: à) t = 0; á) t = 1; â) t =∞.

Ðåøèòü çàäà÷è íà íàõîæäåíèå ïðîèçâîäíûõ íåÿâíî çà-

äàííûõ ôóíêöèé:

�32. [6, � 1048] Íàéòè ïðîèçâîäíóþ y′x ôóíêöèè, çàäàííîé
â íåÿâíîì âèäå (íå ïðèâîäÿ ê ÿâíîìó âèäó):

x2 + 2xy − y2 = 2x.

1Íîðìàëüþ ê êðèâîé â òî÷êå M0(x0, y0) íàçûâàåòñÿ ïðÿìàÿ, ïåðïåíäè-
êóëÿðíàÿ êàñàòåëüíîé â ýòîé òî÷êå.

39



×åìó ðàâíà y′x ïðè x = 2 è y = 4, è ïðè x = 2 è y = 0 ?

�33. [6, � 1049] Íàéòè ïðîèçâîäíóþ y′x ôóíêöèè, çàäàííîé
â íåÿâíîì âèäå (íå ïðèâîäÿ ê ÿâíîìó âèäó):

y2 = 2px (ïàðàáîëà).

�34. [6, � 1050] Íàéòè ïðîèçâîäíóþ y′x ôóíêöèè, çàäàííîé
â íåÿâíîì âèäå (íå ïðèâîäÿ ê ÿâíîìó âèäó):

x2

a2
+
y2

b2
= 1 (ýëëèïñ).

�35. Íàéòè y′(x) è dy, åñëè y + ln y + x3 = 0.

�36. Íàéòè äèôôåðåíöèàë è ïðîèçâîäíóþ ïåðâîãî ïîðÿäêà
íåÿâíîé ôóíêöèè y(x), çàäàííîé óðàâíåíèåì

x4 − 2x+ 3y2 + xy − 1 = 0.

�37. [6, � 1061] Ïîä êàêèìè óãëàìè ïåðåñåêàþòñÿ êðèâûå

y = x2 è x = y2 ?

�38. [6, � 1081] Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé è íîðìà-
ëè â òî÷êå M(6; 6, 4) ê êðèâîé

x2

100
+
y2

64
= 1.

�39. Íàéòè óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé è íîðìàëè ê êðèâîé

x2y + exy
2 − y = 0

â òî÷êå P (0, 1).

Ðåøèòü çàäà÷è íà íàõîæäåíèå îáðàòíûõ ôóíêöèé è èõ

ïðîèçâîäíûõ:

�40. Íàéòè ôóíêöèþ, îáðàòíóþ ê ôóíêöèè

y = shx =
ex − e−x

2
.

�41. Êàêèì óñëîâèÿì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü êîýôôèöèåí-

òû a, b, c, d (c 6= 0), ÷òîáû äðîáíî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ y =
ax+ b

cx+ d
ñîâïàäàëà ñî ñâîåé îáðàòíîé? Ïðèâåñòè ïðèìåð.
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�42. Íàéòè ôóíêöèþ, îáðàòíóþ ê ôóíêöèè y = sinx íà
îòðåçêå

[
−π

2 + πn, π2 + πn
]
, n ∈ Z.

�43. [6, � 760] Íàéòè îáðàòíóþ ôóíêöèþ x = x(y), åñëè

y = x+ [x].

�44. [6, � 774] Äîêàçàòü òîæäåñòâî:

arcsinx+ arccosx =
π

2
(x ∈ [−1, 1]).

�45. Íàéòè x′y, åñëè y = xex, x > 0.

�46. [6, � 763] Ìîæåò ëè íåìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ y = f(x)
(−∞ < x < +∞) èìåòü îäíîçíà÷íóþ îáðàòíóþ ôóíêöèþ? Ðàñ-
ñìîòðåòü ïðèìåð:

y =

{
x, åñëè x � ðàöèîíàëüíî;

−x, åñëè x � èððàöèîíàëüíî.

�47. [6, � 764] Â êàêîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ y = f(x) è îá-
ðàòíàÿ ê íåé ôóíêöèÿ y = f−1(x) ïðåäñòàâëÿþò îäíó è òó æå
ôóíêöèþ?

�48. [6, � 772] Îïðåäåëèòü îäíîçíà÷íûå íåïðåðûâíûå âåò-
âè îáðàòíîé ôóíêöèè äëÿ ôóíêöèè y = tg x.
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2.5 Îòâåòû è ðåøåíèÿ

27. Òàê êàê y′t =
t

|t|(1 + t2)
, x′t =

1

1 + t2
, òî y′x =

y′t
x′t

=
t

|t|
= sgn t,

t 6= 0.

28. Ïðè x′t 6= 0 èìååì: y′x =
y′t
x′t

=
et(sin t+ cos t)

et(cos t− sin t)
=

=

√
2
(

1√
2

sin t+ 1√
2

cos t
)

√
2
(

1√
2

cos t− 1√
2

sin t
) =

sin
(
π
4 + t

)
cos
(
π
4 + t

) = tg
(π

4
+ t
)
.

29. Ôóíêöèè arctg t è arcctg t îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû íà
âñåé îñè, ïðè÷¼ì arctg t � ñòðîãî ìîíîòîííà (âîçðàñòàåò). Ïî-
ýòîìó äàííàÿ ñèñòåìà îïðåäåëÿåò y êàê íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ
îò x. Ïðè ýòîì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè y(x) ñîâïàäàåò ñ
îáëàñòüþ çíà÷åíèé ôóíêöèè x = arctg t è ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëîì
x ∈ (−π

2 ,
π
2 ). Íàéä¼ì y(x).

1-é ñïîñîá. Âûðàçèì èç 1-ãî óðàâíåíèÿ t = tg x è ïîäñòàâèì
âî 2-å óðàâíåíèå: y = arcctg(tg x) = arcctg(ctg(π2 − x)) = π

2 − x,
ãäå x ∈ (−π

2 ,
π
2 ). Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü òîæäåñòâîì

arcctg(ctgα) = α ïðè α ∈ (0, π).

2-é ñïîñîá. Ñëîæèì îáà óðàâíåíèÿ ñèñòåìû è âîñïîëüçóåìñÿ
òîæäåñòâîì arctg t + arcctg t = π

2 (t ∈ R). Ïîëó÷èì x + y = π
2 ,

îòêóäà ïîëó÷àåì y = π
2 − x, ãäå x ∈ (−π

2 ,
π
2 ).

30. Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé â òî÷êå (x0, y(x0)) ê ãðàôèêó
ôóíêöèè y = y(x):

y = y(x0) + y′(x0)(x− x0),

à óðàâíåíèå íîðìàëè:

y = y(x0)− 1

y′(x0)
(x− x0).

à) Íàéä¼ì x0 = x(0) = 0, y0 = y(0) = 0, òîãäà y′x =
y′t
x′t

=
3− 3t2

2− 2t

⇒ y′x

∣∣∣
t=0

=
3

2
.

Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé: y = 0+
3

2
(x−0) =

3

2
x, ò. å. 3x−2y = 0.
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Óðàâíåíèå íîðìàëè: y = 0− 2

3
(x− 0) = −2

3
x, ò. å. 2x+ 3y = 0.

á) Ïðè t = 1 ïðîèçâîäíàÿ y′x =
y′t
x′t

=
3− 3t2

2− 2t
íå ñóùåñòâóåò,

îäíàêî ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
t→1

3− 3t2

2− 2t
= lim

t→1

3(1− t)(1 + t)

2(1− t)
= lim

t→1

3(1 + t)

2
= 3.

Òî åñòü äëÿ ïðîèçâîäíîé t = 1 åñòü òî÷êà óñòðàíèìîãî ðàç-
ðûâà. Â ýòîé òî÷êå êðèâàÿ èìååò òî÷êó âîçâðàòà, â êîòîðîé
¾ñõîäÿòñÿ¿ äâå âåòâè. Åñëè äîîïðåäåëèòü ïðîèçâîäíóþ â ýòîé
òî÷êå å¼ ïðåäåëüíûì çíà÷åíèåì, ðàâíûì 3, òî ïîëó÷èì, ÷òî
îáå âåòâè êðèâîé èìåþò â òî÷êå t = 1 îáùóþ îäíîñòîðîííþþ
êàñàòåëüíóþ. Íàéä¼ì å¼ óðàâíåíèå:

y = y(1) + y′x(1)(x− x0) = 2 + 3(x− 1), èëè y = 3x− 1.

Òîãäà óðàâíåíèå íîðìàëè â òî÷êå (x0, y0) = (1, 2):

y = 2− 1
3(x− 1) = −1

3x+ 7
3 .

31. Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé:

y = y(t0)+
y′t(t0)

x′t(t0)
(x−x(t0) = y(t0)+

t4 − 4t3 − 2t+ 2

−t4 − 4t3 + 2t+ 2
(x−x(t0)).

à) t = 0: y(0) = 0, x(0) = 0, y′x(0) = 1 ⇒ êàñàòåëüíàÿ: y = x,
íîðìàëü: y = −x;

á) t = 1: y(1) = 1
2 , x(1) = 3

2 , y
′
x(1) = 3 ⇒ êàñàòåëüíàÿ:

3x− y − 4 = 0, íîðìàëü: x+ 3y − 3 = 0;

â) t = ∞: y(∞) = 0, x(∞) = 0, y′x(∞) = −1 ⇒ êàñàòåëüíàÿ:
y = −x, íîðìàëü: y = x.

32. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì óðàâíåíèå ïî ïåðåìåííîé x:

2x+ 2(y + xy′)− 2y · y′ = 2 ⇔ y′(x− y) = 1− x− y,

ò. å. y′ =
x+ y − 1

y − x
(x 6= y). Åñëè x = 2, y = 4, òî y′ =

5

2
. Åñëè

x = 2, y = 0, òî y′ = −1

2
.

43



33. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì óðàâíåíèå ïî ïåðåìåííîé x, ïðè-
íèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî x � íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, à y �
ôóíêöèÿ îò x:

2y · y′ = 2p, îòêóäà y′ =
p

y
, ãäå y 6= 0.

34. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì óðàâíåíèå ïî ïåðåìåííîé x:

2x

a2
+

2y · y′

b2
= 0, îòêóäà y′ = − b

2x

a2y
, ãäå y 6= 0.

35. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì óðàâíåíèå îäèí ðàç:

y′ +
y′

y
+ 3x2 = 0 (⇒ y′ = − 3x2y

y + 1
).

Òåïåðü äëÿ íàõîæäåíèÿ äèôôåðåíöèàëà dy (x � íåçàâèñèìàÿ

ïåðåìåííàÿ) âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé dy = y′dx = − 3x2y

y + 1
dx.

36. Âîçüì¼ì äèôôåðåíöèàë: d(x4− 2x+ 3y2 +xy− 1) = d(0)
⇔ 4x3dx − 2dx + 6ydy + xdy + ydx = 0 ⇔ (6y + x)dy =
(−4x3 + 2 − y)dx, òîãäà ïðè óñëîâèè 6y + x 6= 0 ïîëó÷àåì

dy =
−4x3 + 2− y

6y + x
dx. Ïðîèçâîäíàÿ � ýòî êîýôôèöèåíò ïðè dx,

ò. å. y′ =
−4x3 + 2− y

6y + x
. Çäåñü èìååòñÿ è äðóãîé ñïîñîá ðåøåíèÿ,

íî îí ñòàíîâèòñÿ ÿñåí ïîñëå çíàêîìñòâà ñ äèôôåðåíöèðóåìûìè
ôóíêöèÿìè äâóõ ïåðåìåííûõ.

37. Ñäåëàéòå ðèñóíîê. Íà ðèñóíêå âèäíû äâå òî÷êè ïåðå-
ñå÷åíèÿ êðèâûõ: (0, 0) è (1, 1). 1) Î÷åâèäíî, ÷òî â òî÷êå (0, 0)
êðèâûå ïåðåñåêàþòñÿ ïîä ïðÿìûì óãëîì (ϕ1 = π

2 ).

2) Â òî÷êå (1, 1) îïðåäåëèì èñêîìûé óãîë ϕ2 êàê óãîë ìåæ-
äó êàñàòåëüíûìè ê ýòèì êðèâûì â äàííîé òî÷êå. Óðàâíåíèå
êàñàòåëüíîé ê ïàðàáîëå y = x2 â òî÷êå x = 1:

y = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) ⇔ y = 1 + 2(x− 1) = 2x− 1.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé ê êðèâîé x = y2 â

òî÷êå x = 1 íàéä¼ì ïðîèçâîäíóþ: 1 = 2y · y′ ⇒ y′ = 1
2y

∣∣∣
x=1

= 1
2 .
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Òîãäà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé:

y = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) ⇔ y = 1 +
1

2
(x− 1) =

1

2
x+

1

2
.

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé äëÿ íàõîæäåíèÿ óãëà ìåæäó äâóìÿ
ïåðåñåêàþùèìè ïðÿìûìè y = k1x+ b1 è y = k2x+ b2:

tgϕ =

∣∣∣∣ k2 − k1

1 + k1k2

∣∣∣∣ ⇒ tgϕ2 =

∣∣∣∣∣ 1
2 − 2

1 + 1
2 · 2

∣∣∣∣∣ =
3

4

(ìîäóëü ïîñòàâëåí äëÿ íàõîæäåíèÿ òàíãåíñà îñòðîãî óãëà ìåæ-
äó ïðÿìûìè). Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ2 = arctg 3

4 .

38. Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ:

2x

100
+

2y · y′

64
= 0 ⇒ y′ = −16x

25y
⇒ y′(M) = −0, 6.

Òîãäà óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé èìååò âèä: y = 6, 4 − 0, 6(x − 6)
⇔ y = −0, 6x+ 10, èëè 3x+ 5y − 50 = 0.

Óðàâíåíèå íîðìàëè: y = 6, 4+ 1
6,4(x−6)⇔ y = 5

3x−3, 6, èëè
5x− 3y − 10, 8 = 0.

39. Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé èìååò âèä: y = y(x0)+
y′(x0)(x − x0), ãäå x0 = 0, y0 = 1. Íàéä¼ì ïðîèçâîäíóþ y′(x0).
Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ óðàâíåíèå ïî x, íàõîäèì

2xy + x2y′ + exy
2
(y2 + 2xy · y′)− y′ = 0,

îòêóäà (x2 + 2xyexy
2 − 1)y′ = −2xy − y2exy

2
è ïðè óñëîâèè

x2 + 2xyexy
2 − 1 6= 0 ïîëó÷àåì

y′ =
−2xy − y2exy

2

x2 + 2xyexy2 − 1

∣∣∣∣∣
(0,1)

= 1.

Ïîýòîìó óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé â òî÷êå P (0, 1) ïðèíèìàåò
îêîí÷àòåëüíûé âèä y = 1 + (x− 0) = 1 + x.

Óðàâíåíèå íîðìàëè: y = y(x0)− 1

y′(x0)
(x−x0) = 1−1(x−0) =

1− x.
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40. Ôóíêöèÿ y = shx ìîíîòîííî âîçðàñòàåò (y′ = chx > 0),
ïîýòîìó ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ y = Arshx (àðåàñè-
íóñ). Íàéä¼ì å¼. Îáîçíà÷èì ex = z > 0, òîãäà 2y = z − 1

z
⇒ z2 − 2yz − 1 = 0. Äèñêðèìèíàíò D = 4(y2 + 1), êîðíè
z1,2 = y±

√
y2 + 1. Òàê êàê y−

√
y2 + 1 < 0, òî ex = y+

√
y2 + 1

⇔ x = ln(y +
√
y2 + 1). Îòâåò: y = ln(x+

√
x2 + 1).

41. Íàéä¼ì îáðàòíóþ ôóíêöèþ: y =
ax+ b

cx+ d
⇒ x =

−dy + b

cy − a
,

ò. å. îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ y =
−dx+ b

cx− a
. Ïî óñëîâèþ, ïðè

x 6= a/c;−d/c èìååì

ax+ b

cx+ d
≡ −dx+ b

cx− a
⇔ (ax+ b)(cx− a) ≡ (cx+ d)(b− dx).

Íàéä¼ì ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè ìåòîäîì íåîïðå-
äåë¼ííûõ êîýôôèöèåíòîâ:

acx2 + (bc− a2)x− ab ≡ −cdx2 + (bc− d2)x+ bd,

÷òî âåðíî ñðàçó ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ x òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà

ac = −cd,
bc− a2 = bc− d2,

−ab = bd,

⇔


a = −d,
a2 = d2,

−ab = bd,

⇔ a = −d.

42. 1) n = 2k, k ∈ Z: y = sinx ⇒ arcsin y = arcsin(sinx). Â
ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè ñèíóñà èìååì arcsin y = arcsin(sin(x−πn)).
Äëÿ óïðîùåíèÿ ýòîãî ðàâåíñòâà âîñïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâîì
arcsin(sin(α)) = α, ãäå α ∈

[
−π

2 ,
π
2

]
. Òàê êàê íà ðàññìàòðèâàå-

ìîì îòðåçêå −π
2
6 x− πn 6 π

2
, òî arcsin(sin(x− πn)) = x− πn

è ïîëó÷àåì: arcsin y = x− πn, îòêóäà x = arcsin y + πn, n ∈ Z.
Ïåðåîáîçíà÷èâ x íà y, à y íà x, èìååì îáðàòíóþ ôóíêöèþ:
y = arcsinx+ πn, n ∈ Z.

2) n = 2k + 1 : arcsin y = arcsin(sin(πn − x)). Òàê êàê

−π
2
6 πn − x 6

π

2
, òî arcsin(sin(x − πn)) = πn − x è ïîëó-

÷àåì: arcsin y = πn − x, îòêóäà x = − arcsin y + πn, n ∈ Z,
èëè, çàìåíèâ x íà y, à y íà x, èìååì îáðàòíóþ ôóíêöèþ:
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y = − arcsinx + πn, n ∈ Z. Îòâåò ìîæíî çàïèñàòü â åäèíîé
ôîðìå: y = (−1)n arcsinx+ πn, n ∈ Z.
43. Íà êàæäîì èç ïîëóèíòåðâàëîâ n 6 x < n + 1

(n = 0,±1,±2, ...) ôóíêöèÿ y(x) íåïðåðûâíà è ñòðîãî ìîíî-
òîííà, ïîýòîìó ó íå¼ ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ. Íàéä¼ì
å¼. Òàê êàê ïðè n 6 x < n + 1 èìååì [x] = n, òî y = x + n,
îòêóäà x = y − n, ãäå n 6 y − n < n+ 1, ò. å. 2n 6 y < 2n+ 1.

Îòâåò: x = y − n, ãäå 2n 6 y < 2n+ 1, n ∈ Z.
44. Ïåðåïèøåì òîæäåñòâî â âèäå

arcsinx =
π

2
− arccosx. (1)

Îöåíèì çíà÷åíèÿ ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé ýòîãî ðàâåíñòâà:
arcsinx ∈ (−π

2 ,
π
2 ), arccosx ∈ (0, π) ⇒ π

2 − arccosx ∈ (−π
2 ,

π
2 ).

Òàê êàê íà èíòåðâàëå (−π
2 ,

π
2 ) ôóíêöèÿ ñèíóñ ñòðîãî ìîíîòîí-

íà (âîçðàñòàåò), òî ïðèìåíÿÿ ýòó ôóíêöèþ ê ðàâåíñòâó (1),
ïîëó÷àåì ðàâíîñèëüíîå ðàâåíñòâî, âåðíîå ïðè âñåõ x ∈ [−1, 1]:

sin(arcsinx) = sin
(π

2
− arccosx

)
⇔ x = cos(arccosx) ⇔ x = x.

45. Ïî òåîðåìå î ïðîèçâîäíîé îáðàòíîé ôóíêöèè èìååì:

x′y =
1

y′x
=

1

(xex)′x
=

1

ex(x+ 1)
.

46. Ìîæåò, åñëè óðàâíåíèå y = f(x) ïðè êàæäîì ôèêñè-
ðîâàííîì y ∈ R èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ïðåäëîæåííàÿ
ôóíêöèÿ èìåííî òàêàÿ (îíà îñóùåñòâëÿåò âçàèìíî îäíîçíà÷-
íîå îòîáðàæåíèå ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ íà ñâî¼ ìíîæå-
ñòâî çíà÷åíèé). Ïîýòîìó îíà îáðàòèìà, íàéä¼ì îáðàòíóþ ê íåé
ôóíêöèþ. Äëÿ ýòîãî âûðàçèì x ÷åðåç y:

x =

{
y, åñëè y � ðàöèîíàëüíî;

−y, åñëè y � èððàöèîíàëüíî.

Âèäíî, ÷òî åñëè ïîìåíÿòü ìåñòàìè x è y, òî ïîëó÷åííàÿ îáðàò-
íàÿ ôóíêöèÿ ñîâïàäàåò ñ èñõîäíîé.

47. Ïî óñëîâèþ, âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî f(x) ≡ f−1(x),
ãäå Ef = Df . Åñëè ê ýòîìó òîæäåñòâó ïðèìåíèòü ôóíêöèþ
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f , òî ïîëó÷èì, ÷òî ïðè âñåõ x ∈ Df âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî
f(f(x)) = x (ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî áûëî ê èñõîäíîìó òîæ-
äåñòâó ïðèìåíèòü ôóíêöèþ f−1 è ïîëó÷èòü, ÷òî ∀x ∈ Ef âû-
ïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî x = f−1(f−1(x))).

Ïîëó÷åííîìó óñëîâèþ â âèäå òîæäåñòâà f(f(x)) = x, íà-
ïðèìåð, óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèÿ y = x (x ∈ R), à òàêæå ëþáàÿ
ôóíêöèÿ, ãðàôèê êîòîðîé ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé

y = x. Åù¼ ïðèìåð � äðîáíî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ y =
2x+ 3

5x− 2
.

48. Ãðàôèê ýòîé ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè ñîñòîèò èç áåñêî-
íå÷íîãî ÷èñëà îäèíàêîâûõ ïîâòîðÿþùèõñÿ âåòâåé òàíãåíñîè-
äû. Ðàññìîòðèì èíòåðâàë (−π

2 +πk, π2 +πk) (k ∈ Z), íà êîòîðîì
îïðåäåëåíà k-ÿ âåòâü. Óðàâíåíèå ýòîé âåòâè y = tg(x−πk). Ýòî
íåïðåðûâíàÿ, ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ó
íå¼ ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ x = x(y). Íàéä¼ì å¼. Ïðè-
ìåíÿÿ àðêòàíãåíñ ê îáåèì ÷àñòÿì ðàâåíñòâà y = tg(x − πk),
ïîëó÷àåì, ÷òî arctg y = arctg(tg(x− πk)). Äëÿ óïðîùåíèÿ ïðà-
âîé ÷àñòè ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà âîñïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâîì
arctg(tg x) = x ïðè x ∈ (−π

2 ,
π
2 ). Ñ ó÷¼òîì x − πk ∈ (−π

2 ,
π
2 ),

ïîëó÷àåì arctg y = x − πk, îòêóäà âûðàæàåì ïåðåìåííóþ x.
Òàêèì îáðàçîì, íàøëè îáðàòíóþ ê äàííîé âåòâè ôóíêöèþ:
x = arctg y + πk, ãäå y ∈ R.
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3 ÑÅÌÈÍÀÐ: Ïðîèçâîäíûå è äèôôåðåí-

öèàëû âûñøèõ ïîðÿäêîâ

¾Íå ñïåø�è, à òî óñï�ååøü¿.

Àëåêñàíäð Èâàíîâè÷ Ëåáåäü (1950�2002)
� ðîññèéñêèé ïîëèòè÷åñêèé è âîåííûé

äåÿòåëü.

3.1 Ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ ôóíêöèé, çà-
äàííûõ ÿâíî

Ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé n-ãî ïîðÿäêà. Åñëè ôóíêöèÿ
y = f(x) èìååò êîíå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ f ′(x) â íåêîòîðîì èí-
òåðâàëå (a, b), òî ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ f ′(x) òîæå
èìååò êîíå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ â íåêîòîðîé òî÷êå x0 ∈ (a, b). Å¼
íàçûâàþò ïðîèçâîäíîé âòîðîãî ïîðÿäêà, èëè âòîðîé ïðîèçâîä-
íîé ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0 è îáîçíà÷àþò

d2y

dx2

∣∣∣∣∣
x=x0

, y′′(x0), f ′′(x0).

Å¼ ïðîèçâîäíàÿ, åñëè îíà ñóùåñòâóåò õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå,
íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé 3-ãî ïîðÿäêà è ò. ä. Òàê ïî àíàëîãèè
ìîæíî îïðåäåëèòü ïðîèçâîäíóþ n-ãî ïîðÿäêà, êîòîðóþ, ñîîò-
âåòñòâåííî, îáîçíà÷àþò

dny

dxn

∣∣∣∣∣
x=x0

, y(n)(x0), f (n)(x0).

Òàêèì îáðàçîì, ïî îïðåäåëåíèþ

dny

dxn
=

d

dx

(
dn−1y

dxn−1

)
, n = 2, 3, ...

Åñëè íåîáõîäèìî óêàçàòü ïåðåìåííóþ, ïî êîòîðîé áåð¼òñÿ ïðî-
èçâîäíàÿ, òî ïèøóò

y′′xx èëè f ′′x2 , y
(n)
xn ,
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õîòÿ äëÿ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé ýòî è òàê î÷åâèäíî. Òàê
æå ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ îäíîñòîðîííèõ ïðîèçâîäíûõ ëþáîãî ïî-
ðÿäêà.

Åñëè ôóíêöèÿ f(x) èìååò íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ f (n)(x)
íà èíòåðâàëå (a, b), òî êðàòêî ïèøóò f(x) ∈ Cn(a, b). Â ÷àñò-
íîñòè, åñëè ôóíêöèÿ èìååò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå âñåõ ïî-
ðÿäêîâ, òî ýòî îáîçíà÷àþò f(x) ∈ C∞(a, b).

Ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ îñíîâíûõ ýëåìåí-
òàðíûõ ôóíêöèé. Íèæå ïðèâåäåíû ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïî-
ðÿäêîâ íåêîòîðûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé:1

1. (ax)(n) = ax lnn a, a > 0, â ÷àñòíîñòè, (ex)(n) = ex;

2. (lnx)(n) =
(−1)n−1(n− 1)!

xn
, x > 0;

3. (xm)(n) = m(m− 1)(m− 2)...(m− n+ 1)xm−n, n = 0, 1, ... ,
m ∈ R;

â ÷àñòíîñòè, ïðè m = −1:(
1

x

)(n)

=
(−1)nn!

xn+1
;

(
1

x− a

)(n)

=
(−1)nn!

(x− a)n+1
;

4. ((a+bx)m)(n) = m(m−1)(m−2)...(m−n+1)bn(a+bx)m−n,
m ∈ R;

5. (sinx)(n) = sin(x+ πn
2 );

6. (cosx)(n) = cos(x+ πn
2 );

7. (shx)(n) =

{
shx, åñëè x = 2k,

chx, åñëè x = 2k + 1;

(chx)(n) =

{
chx, åñëè x = 2k,

shx, åñëè x = 2k + 1.

Ïðèìåð 15. Íàéòè y(n)(x), åñëè y(x) =
1

x2 − a2
(a 6= 0).

Ðåøåíèå. Ðàçëîæèì ôóíêöèþ â ñóììó ïðîñòûõ äðîáåé:

y =
1

x2 − a2
=

1

2a
· (a+ x) + (a− x)

(x+ a)(x− a)
=

1

2a

(
1

x− a
− 1

x+ a

)
.

1Äîêàçûâàþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèåé, ïðîâåä¼ííîé ïî ïîðÿäêó
ïðîèçâîäíîé.
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Òîãäà, äèôôåðåíöèðóÿ n ðàç, ïîëó÷àåì:

y(n) =
(−1)nn!

2a

(
1

(x− a)n+1
− 1

(x+ a)n+1

)
. �

Äëÿ íàõîæäåíèÿ âûñøèõ ïðîèçâîäíûõ îò ôóíêöèé sin2 x,
cos2 x, sin3 x, cos3 x è äð. ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôîðìóëû ïîíè-
æåíèÿ ñòåïåíè:

sin2 x =
1

2
(1− cos 2x), cos2 x =

1

2
(1 + cos 2x),

sin3 x =
1

4
(3 sinx− sin 3x), cos3 x =

1

4
(3 cosx+ cos 3x).

Ïðèìåð 16. Íàéòè y(n)(x), åñëè y(x) = sin2 x.

Ðåøåíèå. (sin2 x)(n) =

(
1

2
(1− cos 2x)

)(n)

= −1

2
(cos 2x)(n) =

−1

2
· 2n cos

(
2x+

πn

2

)
= −2n−1 cos

(
2x+

πn

2

)
. �

3.2 Äèôôåðåíöèàëû âûñøèõ ïîðÿäêîâ ôóíêöèé,
çàäàííûõ ÿâíî

Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) n ðàç äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x.
Îïðåäåëèì äèôôåðåíöèàë n-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè f(x) â ýòîé
òî÷êå ðåêóððåíòíî êàê äèôôåðåíöèàë, âçÿòûé îò äèôôåðåí-
öèàëà (n− 1)-ãî ïîðÿäêà:

dnf(x) = d(dn−1f(x)), n = 2, 3, ...

Ïðè ýòîì äèôôåðåíöèàë ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ôóíêöèÿ îò x, à
ïðèðàùåíèå dx ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì èñïîëüçîâàíèè ôîðìóëû
dnf(x) = d(dn−1f(x)) ñ÷èòàåòñÿ ïîñòîÿííûì è îñòà¼òñÿ îäíèì
è òåì æå ïðè ïåðåõîäå îò äèôôåðåíöèàëà ê ñëåäóþùåìó (ïî
ïîðÿäêó) äèôôåðåíöèàëó.

Èòàê, â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà x � äèôôåðåíöèðóåìàÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùåå ÷èñëî ðàç ôóíêöèÿ, äèôôåðåíöèàëû âòîðîãî è áîëåå
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âûñîêîãî ïîðÿäêà ìîæíî âû÷èñëÿòü ïîñëåäîâàòåëüíî, èñïîëü-
çóÿ ïðèâåä¼ííîå âûøå ðåêóððåíòíîå îïðåäåëåíèå äèôôåðåí-
öèàëà (êàê äèôôåðåíöèàëà îò äèôôåðåíöèàëà ïðåäûäóùåãî
ïîðÿäêà) è ôîðìóëó äèôôåðåíöèàëà ñëîæíîé ôóíêöèè, íàïðè-
ìåð:

d2f = d(df) = d(f ′(x)dx) = d(f ′(x))dx+ f ′(x)d(dx) =

= f ′′(x)(dx)2 + f ′(x)d2x,

d3f = d(d2f) = d(f ′′(x)(dx)2 + f ′(x)d2x) = ...

Íàðÿäó ñ ýòèì, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ äèôôåðåíöèàëîâ âûñøèõ ïîðÿäêîâ, ñâÿçûâàþùàÿ
äèôôåðåíöèàë â òî÷êå ñ ïðîèçâîäíîé òîãî æå ïîðÿäêà:

dnf = f (n)(x)∆xn.

Çàìå÷àíèå 1. Ôîðìóëà dny = f (n)(x)∆xn âåðíà êàê â ñëó÷àå,
êîãäà x � íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, è òîãäà ïðèíèìàåò âèä1

dny = f (n)(x)dxn,

òàê è â ñëó÷àå, êîãäà x(t) � ôóíêöèÿ. Íî â ïîñëåäíåì
ñëó÷àå ôîðìóëà èìååò íåáîëüøóþ ïðàêòè÷åñêóþ öåííîñòü,
òàê êàê ïðè âû÷èñëåíèè äèôôåðåíöèàëîâ ñëîæíûõ ôóíêöèé
f(x(t)) îáû÷íî èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò äèôôåðåíöèàë, îòâå÷àþ-
ùèé ïðèðàùåíèþ íå ïðîìåæóòî÷íîé ïåðåìåííîé x, à ïðèðà-
ùåíèþ êîíå÷íîé (âíóòðåííåé) ïåðåìåííîé t (ñì. î äèôôåðåí-
öèàëàõ ñëîæíîé ôóíêöèè).

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè x � íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, òî

d2x = d3x = ... = 0.

Ïðèìåð 17. Íàéòè äèôôåðåíöèàëû ôóíêöèé (x � íåçàâèñèìàÿ
ïåðåìåííàÿ):

à) d2(3 sinx+ x4); á) d3(x4).

Ðåøåíèå. Ïî ôîðìóëå dny = f (n)(x)dxn èìååì:

1Çàïèñü dxn îçíà÷àåò (dx)n. Íå ïóòàòü ñ d(xn).
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à) d2(3 sinx+ x4) = (3 sinx+ x4)′′dx2 = (−3 sinx+ 12x2)dx2;

á) d3(x4) = (x4)(3)dx3 = 24xdx3.

Ïðèìåð 18. Íàéòè d2f , åñëè f(x) = x3, â äâóõ ñëó÷àÿõ:
1) x � íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ; 2) x(t) = t2 � ôóíêöèÿ íåçàâèñèìîé
ïåðåìåííîé t.

Ðåøåíèå. 1) Èìååì: d2f = f ′′(x)dx2 = 6xdx2.

2) Ó÷èòûâàÿ, ÷òî f ′′(x) = 6x = 6t2, f ′(x) = 3x2 = 3t4, dx2 =
(2tdt)2, d2x = x′′(t)dt2 = 2dt2, ïîëó÷èì

d2f = f ′′(x)(dx)2 + f ′(x)d2x = 6t2(2tdt)2 + 3t4 · 2dt2 =

= 24t4dt2 + 6t4dt2 = 30t4dt2.

Èìåííî òàêîé ðåçóëüòàò ìû áû ïîëó÷èëè, åñëè ïðîñòî ïîäñòàâèëè
â ôóíêöèþ f(x) = x3 âìåñòî x âûðàæåíèå t2 è çàòåì âû÷èñëèëè
äèôôåðåíöèàë ïîëó÷èâøåéñÿ ôóíêöèè g(t) = t6:

d2f(x(t)) = d2g(t) = g′′(t)dt2 = 30t4dt2. �

3.3 Ïðîèçâîäíûå è äèôôåðåíöèàëû âûñøèõ ïî-
ðÿäêîâ îò ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé.
Ôîðìóëà Ëåéáíèöà.

¾Åñëè ñëîæèòü ò¼ìíîå ïðîøëîå ñî ñâåòëûì áóäóùèì,
ïîëó÷èòñÿ ñåðîå íàñòîÿùåå.

Ìèõàèë Æâàíåöêèé (1934�2020) �
ðóññêèé ïèñàòåëü�ñàòèðèê.

Ò1 (ëèí�åéíîñòü ïðîèçâîäíîé è äèôôåðåíöèàëà n-ãî ïîðÿä-
êà). Ïóñòü ôóíêöèè u = u(x) è v = v(x) n ðàç äèôôåðåíöè-
ðóåìû â òî÷êå x è α, β ∈ R. Òîãäà èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
αu+ βv òàêæå n ðàç äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x, ïðè÷¼ì

(αu+ βv)(n) = α · u(n) + β · v(n),

dn(αu+ βv) = α · dnu+ β · dnv.
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Ò2 (ôîðìóëà Ë�åéáíèöà). Ïðîèçâîäíàÿ n-ãî ïîðÿäêà îò ïðî-
èçâåäåíèÿ y = u(x)v(x) äâóõ n ðàç äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíê-
öèé âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

(uv)(n) =
n∑
k=0

Cknu
(n−k)v(k),

ãäå Ckn =
n!

k!(n− k)!
� ÷èñëî ñî÷åòàíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî k

(k = 0, 1, ..., n), à ïîä ïðîèçâîäíûìè íóëåâîãî ïîðÿäêà ïîíèìà-
þòñÿ ñàìè ôóíêöèè: u(0) = u(x), v(0) = v(x).

Ñëåäñòâèå. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèå ìåæ-
äó äèôôåðåíöèàëîì è ïðîèçâîäíîé òîãî æå ïîðÿäêà
(dny = y(n)(x)dxn), ïîëó÷àåì àíàëîãè÷íóþ ôîðìóëó äëÿ
äèôôåðåíöèàëîâ ïðîèçâîëüíûõ ïîðÿäêîâ:

dn(uv) = (uv)(n)dxn =

n∑
p=0

Cpnu
(n−p) · v(p)dxn,

ãäå ïîä äèôôåðåíöèàëàìè íóëåâîãî ïîðÿäêà ïîíèìàþòñÿ ñàìè
ôóíêöèè: d0u = u(x), d0v = v(x).

Çàìå÷àíèå 1. Ôîðìóëó Ëåéáíèöà â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîð-
ìå ìîæíî çàïèñàòü òàêæå â âèäå

dn(uv) =
n∑
p=0

Cpnd
n−pu · dpv.

Çàìå÷àíèå 2. Â ôîðìóëå Ëåéáíèöà x � íåçàâèñèìàÿ ïåðå-
ìåííàÿ.

Ôîðìóëà Ëåéáíèöà îñîáåííî ýôôåêòèâíà, êîãäà îäíà èç
ôóíêöèé èìååò òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî íåíóëåâûõ ïðîèçâîä-
íûõ, ò. å. êîãäà u(x) èëè v(x) � ìíîãî÷ëåí.

Ïðèìåð 19. [6, � 1161] Íàéòè y(20)(x) è d20y(x), åñëè y = x2 · e2x.

Ðåøåíèå. Ïîëîæèì u = x2, v = e2x, òîãäà u′ = 2x, u′′ = 2,
u′′′ = ... = u(20) = 0, v′ = 2e2x, v′′ = 22e2x,..., v(20) = 220e2x. Âû÷èñ-
ëèâ êîýôôèöèåíòû C0

20 = 1, C1
20 = 20, C2

20 = 20!
2!18! = 190, ïîäñòàâèì

â ôîðìóëó Ëåéáíèöà:

(x2e2x)(20) = C0
20u

(0)v(20) + C1
20u
′v(19) + C2

20u
′′v(18) =
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= x2 ·220 ·e2x+20 ·2x ·219 ·e2x+190 ·2 ·218 ·e2x = 220e2x(x2 +20x+95).

Òîãäà d20y(x) = (220e2x(x2 + 20x+ 95))dx20. �

3.4 Ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ ôóíêöèé, çà-
äàííûõ ïàðàìåòðè÷åñêè

¾Â ëþáîì èç íàñ ñïèò ãåíèé. È ñ êàæäûì äí¼ì âñå êðåï÷å...

Ìèõàèë Æâàíåöêèé (1934�2020) �
ðóññêèé ïèñàòåëü�ñàòèðèê.

Âûøå ìû ãîâîðèëè, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ çàäàíà ïàðàìåòðè÷å-

ñêè, òî å¼ ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ íàõîäèòñÿ ïî ïðàâèëó: y′x =
y′t
x′t
.

Íàéä¼ì âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäíîé 2-ãî ïîðÿäêà:

y′′xx =
d2y

dx2
=

d

dx

(
dy

dx

)
=
d (y′x)

dx
=

(ðàçäåëèâ ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà dt, ïåðåéä¼ì ê îïåðàòî-
ðàì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïåðåìåííîé t)

=
d (y′x) /dt

dx/dt
=

(y′x)′t
x′t

,

ãäå x′t 6= 0. Àíàëîãè÷íî âûâîäÿòñÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîä-
íûõ áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ:

y′′′x3 =
(y′′xx)′t
x′t

, ..., y
(n)
xn =

(
y

(n−1)
xn−1

)′
t

x′t
.

Ïðèìåð 20. Íàéòè y′′xx, åñëè

{
x = cos t,

y = sin t.

Ðåøåíèå. Èìååì y′x =
y′t
x′t

=
cos t

− sin t
= − ctg t. Òîãäà

y′′xx =
(y′x)′t
x′t

=
1

sin2 t

− sin t
= − 1

sin3 t
. �
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3.5 Ïðîèçâîäíûå è äèôôåðåíöèàëû âûñøèõ ïî-
ðÿäêîâ ôóíêöèé, çàäàííûõ íåÿâíî

Ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Ïóñòü ôóíêöèÿ y(x) çà-
äàíà íåÿâíûì îáðàçîì óðàâíåíèåì

F (x, y(x)) = 0, (1)

ãäå ôóíêöèÿ F îïðåäåëåíà è äèôôåðåíöèðóåìà äîñòàòî÷íîå
êîëè÷åñòâî ðàç íà èíòåðâàëå (a, b).

Ìû óæå çíàåì, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé
íåîáõîäèìî îäèí ðàç ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü óðàâíåíèå (1) ïî
ïåðåìåííîé x

(F (x, y(x)))′x = 0 (2)

è çàòåì âûðàçèòü èç íåãî èñêîìóþ ïðîèçâîäíóþ y′(x) (÷åðåç x
è y). Äëÿ íàõîæäåíèÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé y′′(x) íàäî ïðîäèô-
ôåðåíöèðîâàòü óðàâíåíèå (2)

(F (x, y(x)))′′xx = 0

è èç ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà âûðàçèòü y′′(x) (÷åðåç y′(x), x è y).

Àíàëîãè÷íî, ïðîèçâîäíûå y(3)
x3 , y

(4)
x4 è áîëåå âûñîêèõ ïîðÿä-

êîâ íàõîäÿòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì èñõîä-
íîãî óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî ðàç.

Ïðèìåð 21. Íàéòè y′′(x), åñëè y + ln y + x3 = 0.

Ðåøåíèå. Äèôôåðåíöèðóÿ ïðè y > 0 îäèí ðàç, ïîëó÷àåì

y′ +
y′

y
+ 3x2 = 0

(
⇒ y′ = − 3x2y

y + 1

)
.

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì åù¼ ðàç:

y′′ +
y′′y − (y′)2

y2
+ 6x = 0 ⇔ y′′y2 + y′′y − (y′)2 + 6xy2 = 0,

y′′(y2 + y) = (y′)2 − 6xy2 ⇔ y′′ =
(y′)2 − 6xy2

y2 + y
.

Ìû íàøëè ïðîèçâîäíóþ è îíà çàâèñèò íå òîëüêî îò x è y, íî è
îò y′. Ìîæíî ïîéòè äàëüøå è ïîäñòàâèòü âìåñòî y′ å¼ âûðàæåíèå,
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íàéäåííîå âûøå. Ïîñëå óïðîùåíèé ïîëó÷èì

y′′ = 3xy · 3x3 − 2y2 − 4y − 2

(y + 1)3
. �

Äèôôåðåíöèàëû âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Ïðè ïîñëåäîâà-
òåëüíîì âû÷èñëåíèè äèôôåðåíöèàëîâ âûñøèõ ïîðÿäêîâ âàæ-
íî ïîìíèòü, ÷òî dx åñòü ïðîèçâîëüíîå è íåçàâèñÿùåå îò x ÷èñ-
ëî,1 êîòîðîå ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ïî x ñëåäóåò ðàññìàòðè-
âàòü êàê ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü.

Ïðèìåð 22. Íàéòè d2y â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå (x, y) è â òî÷êå
M(−1, 1), åñëè

y + ln y + x3 = 0.

Ðåøåíèå. Âîçüì¼ì äèôôåðåíöèàë îò îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ:

d(y + ln y + x3) = 0 ⇔ dy +
dy

y
+ 3x2dx = 0 ⇔

ydy + dy + 3x2ydx = 0

(
⇒ dy = − 3x2y

y + 1
dx

)
.

Âòîðîé ðàç âîçüì¼ì äèôôåðåíöèàë:

d(ydy + dy + 3x2ydx) = 0 ⇔ d(ydy) + d2y + 3dx · d(x2y) = 0 ⇔

dy2 + yd2y + d2y + 3dx(d(x2)y + x2dy) = 0 ⇔

(y + 1)d2y = −dy2 − 3(2xydx+ x2dy)dx.

Äëÿ ïðèâåäåíèÿ âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà ê ñòàíäàðòíîìó âèäó
(d2y = y′′dx2) ðàçäåëèì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íà y + 1 ( 6= 0) è ïîä-
ñòàâèì â ïðàâîé ÷àñòè âìåñòî dy åãî âûðàæåíèå, íàéäåííîå âûøå.
Ïîñëå óïðîùåíèé ïîëó÷èì

d2y = 3xy · 3x3 − 2y2 − 4y − 2

(y + 1)3
dx2,

ãäå êîýôôèöèåíò ïðè dx2 åñòü âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ y′′. Òîãäà

d2y(M) =
33

8
dx2. �

1Ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé, êîãäà x � íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ.
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3.6 Ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ îáðàòíûõ
ôóíêöèé

Ïóñòü ôóíêöèÿ y = y(x), x ∈ (a, b), äèôôåðåíöèðóåìà äîñòà-
òî÷íîå ÷èñëî ðàç è èìååò îáðàòíóþ ôóíêöèþ x = x(y). Òîãäà å¼
ïðîèçâîäíûå x′, x′′, x′′′ è ò. ä. (åñëè îíè ñóùåñòâóþò) íàõîäÿòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dx

dy
=

1
dy
dx

,

d2x

dy2
=

d

dy

(
dx

dy

)
=

d

dy

(
1

y′

)
=
d
(

1
y′

)
dy

=

(óìíîæèâ è ðàçäåëèâ â çíàìåíàòåëå íà dx, ïåðåéä¼ì îò îïåðà-
òîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïåðåìåííîé y ê îïåðàòîðó äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ ïî x)

=
d
(

1
y′

)
dx · dydx

=
1

y′
· d
dx

(
1

y′

)
=

1

y′
·
(
− 1

(y′)2
· y′′
)

= − y′′

(y′)3

è ò. ä.

Ïðèìåð 23. Íàéòè x′ è x′′, åñëè y = x · ex, x > 0.

Ðåøåíèå. Ïî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îáðàòíîé ôóíêöèè
èìååì:

x′ =
1

y′
=

1

(xex)′
=

1

ex(x+ 1)
;

x′′ = − y′′

(y′)3
= − ex(x+ 2)

(ex(x+ 1))3
= − x+ 2

e2x(x+ 1)3
. �
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3.7 Çàäà÷è

Ðåøèòü çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíûõ è äèôôåðåíöè-

àëîâ âûñøèõ ïîðÿäêîâ ôóíêöèé, çàäàííûõ ÿâíî:

�49. [6, � 1130] Íàéòè d2y äëÿ ôóíêöèè y = ex â äâóõ
ñëó÷àÿõ: à) x � íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ; á) x � ïðîìåæóòî÷íûé
àðãóìåíò (ôóíêöèÿ íåêîòîðîé äðóãîé ïåðåìåííîé).

Ñ÷èòàÿ x íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé, íàéòè:

�50. [6, � 1133] d2y, åñëè y = xx;

�51. [6, � 1165] y(50), åñëè y = x2 · sin 2x;

�52. [6, � 1173] d10y, åñëè y = x · cos 2x;

�53. [6, � 1175] d6y, åñëè y = cosx · chx;
�54. [6, � 1197] y(n), åñëè y = sin(ax) · sin(bx);

�55. [6, � 1198] y(n), åñëè y = cos(ax) · cos(bx);

�56. [6, � 1201] y(n), åñëè y = sin4 x+ cos4 x;

�57. [6, � 1211] dny, åñëè y = xn · ex;

�58. [6, � 1212] dny, åñëè y =
lnx

x
(x > 0).

�59. [6, � 1226] Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåíû ×åáûø¼âà

Tm(x) =
1

2m−1
· cos(m arccosx), (m ∈ N)

óäîâëåòâîðÿþò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

(1− x2) · T ′′m(x)− x · T ′m(x) +m2 · Tm(x) = 0.

Ðåøèòü çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíûõ è äèôôåðåí-

öèàëîâ âûñøèõ ïîðÿäêîâ ôóíêöèé, çàäàííûõ ïàðàìåòðè÷å-

ñêè:

�60. [6, � 1143] Íàéòè ïðîèçâîäíûå y′x, y
′′
x2 , y′′′x3 îò ôóíêöèè

y = y(x), çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè, åñëè{
x = et · cos t,

y = et · sin t.

�61. [6, � 1142] Íàéòè ïðîèçâîäíûå y′x, y
′′
x2 , y′′′x3 îò ôóíêöèè

y = y(x), çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè (öèêëîèäà), åñëè
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{
x = a(t− sin t),

y = a(1− cos t).

Ðåøèòü çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíûõ è äèôôåðåí-

öèàëîâ âûñøèõ ïîðÿäêîâ ôóíêöèé, çàäàííûõ íåÿâíî:

�62. Íàéòè y′′′, åñëè x2 + y2 = 1.

�63. Íàéòè y′′, åñëè y = ey + 4x.
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3.8 Îòâåòû è ðåøåíèÿ

49. Íàéä¼ì âíà÷àëå ïåðâûé äèôôåðåíöèàë: dy = d(ex) = exdx.
Òåïåðü íåïîñðåäñòâåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì íàéä¼ì âòî-
ðîé äèôôåðåíöèàë: d2y = d(dy) = d(exdx). Ïðèìåíèì äàëåå
ïðàâèëî äèôôåðåíöèàëà ïðîèçâåäåíèÿ: = d(ex)dx+ exd(dx).

à) Òàê êàê x � íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, òî å¼ ïåðâûé äèô-
ôåðåíöèàë � ýòî ïðèðàùåíèå dx = ∆x, êîòîðîå íå çàâè-
ñèò îò òî÷êè x, è ïîýòîìó d(dx) = d2x = 0. Òàê êàê îäíî
èç ñëàãàåìûõ îáíóëèëîñü, òî îñòà¼òñÿ óïðîù¼ííàÿ ôîðìóëà
d2y = d(ex)dx = (ex)′(dx)2 = exdx2.

á) Åñëè æå x � ïðîìåæóòî÷íûé àðãóìåíò, òî, âîîáùå ãî-
âîðÿ, d2x 6= 0 è â âûðàæåíèè äëÿ âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà
d2y = d(ex)dx+ exd(dx) îñòàþòñÿ îáà ñëàãàåìûõ, è òîãäà ïîëó-
÷àåì: d2y = exdx2 + exd2x.

50. Òàê êàê y′ = (ex lnx)′ = xx(lnx + 1), òî
dy = y′dx = xx(lnx + 1)dx. Òîãäà d2y = (xx(lnx + 1))′dx2 =
(xx(lnx+ 1)(lnx+ 1) + xx · 1

x)dx2 = xx((lnx+ 1)2 + 1
x)dx2.

51. Ïî ôîðìóëå Ëåéáíèöà äëÿ ïðîèçâîäíûõ âûñøèõ ïîðÿä-
êîâ èìååì

y(50)(x) =
50∑
i=0

Ci50(x2)(i) · (sin 2x)(50−i) =

= C0
50 ·x2 · 250 · sin

(
2x+

50π

2

)
+C1

50 · 2x · 249 · sin
(

2x+
49π

2

)
+

+C2
50 · 2 · 248 · sin

(
2x+

48π

2

)
=

= x2 · 250(− sin 2x) + 50 · 2x · 249 · cos 2x+
50!

2! · 48!
· 2 · 248 · sin 2x =

= 250

(
−x2 sin 2x+ 50x cos 2x+

1225

2
sin 2x

)
.

52. Èìååì d10y(x) = y(10)(x)dx10, ïî ôîðìóëå Ëåéáíèöà íàé-
ä¼ì ïðîèçâîäíóþ 10�ãî ïîðÿäêà:

(x · cos 2x)(10) =

10∑
i=0

Ci10 · (x)(i) · (cos 2x)(10−i) =
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= C0
10 · (x)(0) · (cos 2x)(10) + C1

10 · x′ · (cos 2x)(9) =

(îñòàëüíûå ñëàãàåìûå ðàâíû íóëþ, ò. ê. x′′ = x′′′ = ... = 0, à
(cos 2x)(i) = 2i · cos(2x+ πi

2 ))

= x · 210 · cos

(
2x+

10π

2

)
+ 10x′ · 29 · cos

(
2x+

9π

2

)
=

= −x · 210 · cos 2x− 10 · 29 · sin 2x = −210(x cos 2x+ 5 sin 2x).

Òîãäà d10y(x) = −210(x cos 2x+ 5 sin 2x)dx10.

53. Èìååì d6y = y(6)(x)dx6, íàéä¼ì y(6)(x) ïî ôîðìóëå Ëåéá-
íèöà:

y(6)(x) =
6∑
i=0

Ci6 cos

(
x+

πi

2

)
· ch(6−i) x =

= cosx · chx+ 6(− sinx) shx+ 15(− cosx) chx+

+20 sinx shx+ 15 cosx chx+ 6(− sin) shx+ (− cosx) chx =

= 8 sinx shx. Îêîí÷àòåëüíî, d6y = (8 sinx shx)dx6.

54. Ïî ôîðìóëå ïðîèçâåäåíèÿ ñèíóñîâ èìååì

y =
1

2
(cos(a− b)x− cos(a+ b)x),

òîãäà

y(n) =
1

2

(
(a− b)n cos

(
(a− b)x+

πn

2

)
− (a+ b)n cos

(
(a+ b)x+

πn

2

))
.

55. Ïî ôîðìóëå ïðîèçâåäåíèÿ êîñèíóñîâ èìååì

y =
1

2
(cos(a− b)x+ cos(a+ b)x),

òîãäà

y(n) =
1

2

(
(a− b)n cos

(
(a− b)x+

πn

2

)
+ (a+ b)n cos

(
(a+ b)x+

πn

2

))
.

56. Ïî ôîðìóëàì ïîíèæåíèÿ ñòåïåíè èìååì:

y =

(
1− cos 2x

2

)2

+

(
1 + cos 2x

2

)2

=
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=
1

4
(2 cos2 2x+ 2) =

1

4
(1 + cos 4x+ 2) =

3

4
+

1

4
cos 4x.

Òîãäà y(n)(x) = 4n−1 · cos
(

4x+
πn

2

)
, n ∈ Z.

57. Èìååì

dny =
n∑
i=0

Cind
n−i(xn) · diex =

=
n∑
i=0

Cin · n(n− 1)...(n− (n− i) + 1))xn−(n−i)dxn−i · exdxi =

= exdxn
n∑
i=0

Cin ·
n!

i!
· xi =

(òàê êàê Cin =
n!

i! · (n− i)!
, òî

n!

i!
= Cin · (n− i)!)

= ex

(
n∑
i=0

(Cin)2(n− i)! · xi
)
dxn.

58. Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ â âèäå y = lnx · 1
x
è âîñïîëüçóåìñÿ

ôîðìóëîé Ëåéáíèöà:

dny =

n∑
i=0

Cind
i(lnx) · dn−i

(
1

x

)
=

= C0
nd

0(lnx) · dn
(

1

x

)
+

n∑
i=1

Cind
i(lnx) · dn−i

(
1

x

)
=

(
lnx · (−1)nn!

xn+1
+

n∑
i=1

n!

i!(n− i)!
· (−1)i−1(i− 1)!

xi
· (−1)n−i(n− i)!

xn−i+1

)
dxn =

=

(
lnx · (−1)nn!

xn+1
+

(−1)n−1n!

xn+1

n∑
i=1

1

i

)
dxn =

=
(−1)nn!

xn+1

(
lnx−

n∑
i=1

1

i

)
dxn.
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59. Ïîñëåäîâàòåëüíî äèôôåðåíöèðóÿ Tm(x) äâà ðàçà, íàõî-
äèì

T ′m(x) =
m

2m−1
· sin(m arccosx)√

1− x2
,

T ′′m(x) =
−m2 cos(m arccosx)

2m−1(1− x2)
+
xm sin(m arccosx)

2m−1(1− x2)3/2
=

= − m2

1− x2
· Tm(x) +

x · T ′m(x)

1− x2
.

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ â ëåâóþ ÷àñòü
èñõîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

(1− x2) · T ′′m(x)− x · T ′m(x) +m2 · Tm(x) =

= (1− x2) ·
(
− m2

1− x2
· Tm(x) +

x · T ′m(x)

1− x2

)
−

−x · T ′m(x) +m2 · Tm(x) = 0,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

60. Ïî ôîðìóëàì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêè çà-
äàííûõ ôóíêöèé èìååì

y′x =
y′t
x′t

=
et(sin t+ cos t)

et(cos t− sin t)
=

√
2
(

1√
2

sin t+ 1√
2

cos t
)

√
2
(

1√
2

cos t− 1√
2

sin t
) =

=
sin(π4 + t)

cos(π4 + t)
= tg

(π
4

+ t
)

(cos
(π

4
+ t
)
6= 0);

y′′xx =

1
cos2(π

4
+t)

et ·
√

2 cos(π4 + t)
=

e−t√
2 cos3(π4 + t)

;

y′′′x3 =
(y′′x2)′t
x′t

=
−et cos3(π4 + t)− e−t · 3 cos2(π4 + t)(− sin(π4 + t))

√
2 cos6(π4 + t) · et ·

√
2 cos(π4 + t)

=

=
e−2t(3 sin(π4 + t)− cos(π4 + t)) cos2(π4 + t)

2 cos7(π4 + t)
=

=
e−2t(3 sin(π4 + t)− cos(π4 + t))

2 cos5(π4 + t)
=
e−2t ·

√
2(2 sin t+ cos t)

2 cos5(π4 + t)
=
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=
e−2t · (2 sin t+ cos t)√

2 cos5(π4 + t)
, t 6= π

4
+ πk, k ∈ Z.

61. Èìååì y′x =
y′t
x′t

=
a sin t

a(1− cos t)
=

sin t

1− cos t
, ãäå cos t 6= 1,

ò. å. t 6= 2πk, k ∈ Z. Äàëåå,

y′′xx =
(y′x)′t
x′t

=
cos t(1− cos t)− sin2 t

(1− cos t)2a(1− cos t)
=

−1

a(1− cos t)2
= − 1

4a sin4 t
2

;

y′′′x3 =
(y′′x2)′t
x′t

=
− 1

4a(−4)
cos t

2

sin5 t
2

· 1
2

a(1− cos t)
=

cos t
2

2a2 · sin5 t
2 · 2 sin2 t

2

=

=
cos t

2

4a2 · sin7 t
2

, t 6= 2πk, k ∈ Z.

62. Äèôôåðåíöèðóåì óðàâíåíèå ïî ïåðåìåííîé x:

2x+ 2yy′ = 0 ⇔ y′ = −x
y
,

òîãäà y′′ = (y′)′ = −y − xy
′

y2
= −

y − x(−x
y )

y2
= −y

2 + x2

y3
= − 1

y3
;

y′′′ = (y′′)′ =

(
− 1

y3

)′
= −−3y2y′

y6
=

3

y4
·
(
−x
y

)
= −3x

y5
, y 6= 0.

63. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî x è íàéä¼ì 1-þ ïðîèçâîäíóþ:

y′ = ey · y′ + 4 ⇔ y′ =
4

1− ey
.

Íàéä¼ì 2-þ ïðîèçâîäíóþ:

y′′ =

(
4

1− ey

)′
= −4 · 1

(1− ey)2
· (1− ey)′ = 4ey · y′

(1− ey)2
.

Ïîäñòàâèì âìåñòî y′ âûðàæåíèå, íàéäåííîå âûøå:

y′′ =
4ey · 4

1−ey

(1− ey)2
=

16ey

(1− ey)3
.
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4 ÑÅÌÈÍÀÐ: Îñíîâíûå òåîðåìû äèôôå-

ðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ: Ôåðìà, Ðîë-

ëÿ, Ëàãðàíæà, Êîøè.

¾Ðîäèòåëè äàëè òåáå æèçíü, âñ¼ îñòàëüíîå â òâîèõ ðóêàõ¿.

Êîíôóöèé (551 ã. äî í.ý.�479 ã. äî í.ý.) �
äðåâíèé ìûñëèòåëü è ôèëîñîô Êèòàÿ.

Äîìàøíåå çàäàíèå (èç Äåìèäîâè÷à): 1236, 1237, 1244,
1246.1, 1250, 1251(à,á,â,ã), 1252, 1255, 1260, 1262, 1263, 1264(à),
1287.

Çíàíèå ïðîèçâîäíîé f ′(x) íåêîòîðîé ôóíêöèè f(x) ÷àñòî
ïîçâîëÿåò äåëàòü çàêëþ÷åíèå è î ïîâåäåíèè ñàìîé ôóíêöèè
f(x). Ðàññìîòðèì îñíîâíûå òåîðåìû äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ-
÷èñëåíèÿ.

4.1 Òåîðåìà Ôåðìà́, èëè Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ëî-
êàëüíîãî ýêñòðåìóìà

¾Âñ¼ èä¼ò õîðîøî, òîëüêî ìèìî¿.

Ìèõàèë Æâàíåöêèé (1934�2020) �
ðóññêèé ïèñàòåëü�ñàòèðèê.

Ïóñòü f : X → R è x0 ∈ X. Òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ëî-
êàëüíîãî ìàêñèìóìà (ñîîòâåòñòâåííî, òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìè-

íèìóìà) ôóíêöèè f , åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè,
òàêàÿ ÷òî ïðè âñåõ x èç ýòîé îêðåñòíîñòè (x ∈ X), èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî f(x) 6 f(x0) (ñîîòâåòñòâåííî, f(x) > f(x0)).

Òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà ôóíê-
öèè f , åñëè x0 � ëèáî òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà, ëèáî òî÷êà
ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà. Ëîêàëüíûì ýêñòðåìóìîì íàçûâàåòñÿ
çíà÷åíèå ôóíêöèè â òî÷êå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà.

Òåîðåìà Ôåðìà́.1 Ïóñòü X � ïðîìåæóòîê, f : X → R, ïðè
ýòîì

1Ïüåð Ôåðìà́, ôð. Pierre de Ferm�at (1601-1665) � ôðàíöóçñêèé ìàòåìà-
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1) c � âíóòðåííÿÿ òî÷êà X;

2) c � òî÷êà ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè f ;

3) ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå c.

Òîãäà f ′(c) = 0.

(Êðàòêî: ïðîèçâîäíàÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè â òî÷-
êå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà ðàâíà íóëþ � íåîáõîäèìîå óñëîâèå
ýêñòðåìóìà).

Çàìå÷àíèå 1 (ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë). Êàñàòåëüíàÿ ê ãðà-
ôèêó ôóíêöèè â òî÷êå (c, f(c)) ïàðàëëåëüíà îñè àáñöèññ.

Çàìå÷àíèå 2. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå (åñëè ôóíêöèÿ äèôôå-
ðåíöèðóåìà â íåêîòîðîé âíóòðåííåé òî÷êå c ïðîìåæóòêà X è
ïðîèçâîäíàÿ f ′(c) = 0, òî c � òî÷êà ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà),
âîîáùå ãîâîðÿ, íå âåðíî.

Ïðèìåð 24. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ y = x3 èìååò â òî÷êå x = 0 ïðîèç-

âîäíóþ, ðàâíóþ íóëþ, îäíàêî ýòà òî÷êà íå ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé

(ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà). Òàêèì îáðàçîì, îáðàùåíèå ïðîèçâîäíîé

â íóëü ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì, íî íå äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùå-

ñòâîâàíèÿ â òî÷êå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà. �

Çàìå÷àíèå 3. Ó Èñààêà Íüþòîíà ýòîò ôàêò óïîìèíàëñÿ êàê
òàê íàçûâàåìûé ïðèíöèï îñòàíîâêè: ¾Êîãäà âåëè÷èíà åñòü

íàèáîëüøàÿ èëè íàèìåíüøàÿ èç âñåõ âîçìîæíûõ, òî îíà â

ýòîò ìîìåíò íå òå÷¼ò íè âïåð¼ä, íè íàçàä¿.

Ñëåäñòâèå. Åñëè c ∈ X � âíóòðåííÿÿ òî÷êà è f ′(c) 6= 0, òî â
òî÷êå c ôóíêöèÿ íå ìîæåò èìåòü ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà.

òèê, ïî ïðîôåññèè � þðèñò. Ìàòåìàòèêîé çàíèìàëñÿ â ñâîáîäíîå âðåìÿ.
Ôåðì�à � îäèí èç ñîçäàòåëåé àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè, ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî àíàëèçà, òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è òåîðèè ÷èñåë. Ñ åãî èìåíåì, ïîìèìî
äàííîé òåîðåìû, ñâÿçàíû åù¼ äâå òåîðåìû: âåëèêàÿ òåîðåìà Ôåðì�à (äëÿ
ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 2 óðàâíåíèå xn + yn = zn íå èìååò ðåøå-
íèé â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ x, y, z) è ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðì�à (åñëè � ïðîñòîå
÷èñëî è a � öåëîå ÷èñëî, íå äåëÿùååñÿ íà p, òî ap−1 − 1 äåëèòñÿ íà p).
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4.2 Òåîðåìà Ðî́ëëÿ, èëè Òåîðåìà î íóëå ïðîèçâîä-
íîé

¾Æèòü íóæíî òàê, ÷òîáû âñåãäà èñêàòü íîâûå çíàíèÿ,
è áîÿòüñÿ èõ ðàñòåðÿòü¿.

Êîíôóöèé (551 ã. äî í.ý.�479 ã. äî í.ý.) �
äðåâíèé ìûñëèòåëü è ôèëîñîô Êèòàÿ.

Òåîðåìà Ðîëëÿ.1 Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà ñåãìåí-
òå [a, b], èìååò êîíå÷íóþ èëè áåñêîíå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ âíóò-
ðè ýòîãî ñåãìåíòà è ïðèíèìàåò íà êîíöàõ ñåãìåíòà îäèíàêîâûå
çíà÷åíèÿ, òî íà èíòåðâàëå (a, b) íàéä¼òñÿ õîòÿ áû îäíà òî÷êà,
â êîòîðîé ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè ðàâíà íóëþ.

Ìîæíî áûëî ïðèâåñòè ñëåäóþùóþ ôîðìóëèðîâêó.

Ïóñòü f : [a, b]→ R óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:
1) ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà ñåãìåíòå [a, b];
2) ôóíêöèÿ f èìååò êîíå÷íóþ èëè áåñêîíå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ
âíóòðè ýòîãî ñåãìåíòà;
3) f(a) = f(b).
Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà c ∈ (a, b), â êîòîðîé f ′(c) = 0.

Çàìå÷àíèå 1 (ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë). Òåîðåìà Ðîëëÿ
óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè îðäèíàòû îáîèõ êîíöîâ ãëàäêîé êðèâîé
ðàâíû, òî íà êðèâîé íàéä¼òñÿ òî÷êà, â êîòîðîé êàñàòåëüíàÿ ê
êðèâîé ïàðàëëåëüíà îñè àáñöèññ.

Ñëåäñòâèå. Åñëè íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü
â n ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ, òî å¼ ïðîèçâîäíàÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü ïî
êðàéíåé ìåðå â (n− 1) ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ.

Ïðèìåð 25. Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = x2 − 3x + 2 óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû Ðîëëÿ íà ñåãìåíòå [1, 2], è íàéòè òî÷êó
c ∈ [1, 2], â êîòîðîé f ′(c) = 0.

Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ f(x) = x2 − 3x + 2 íåïðåðûâíà íà ñåãìåíòå

[1, 2], äèôôåðåíöèðóåìà âíóòðè ýòîãî ñåãìåíòà è ïðèíèìàåò íà åãî

êîíöàõ îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ f(1) = f(2) = 0. Òîãäà, ïî òåîðåìå

1Ìèøåëü Ðîëëü (ôð. Michel Rolle, 1652�1719) � ôðàíöóçñêèé ìàòåìà-
òèê, ÷ëåí Ïàðèæñêîé àêàäåìèè íàóê. Ðàçðàáîòàë ìåòîä îòäåëåíèÿ äåé-
ñòâèòåëüíûõ êîðíåé àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.
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Ðîëëÿ, ñóùåñòâóåò òî÷êà c ∈ (1, 2), â êîòîðîé f ′(c) = 2c − 3 = 0,

îòêóäà íàõîäèì c = 3/2. �

4.3 Òåîðåìà Ëàãðàíæà, èëè Ôîðìóëà êîíå÷íûõ
ïðèðàùåíèé

Ëåãåíäà. Îäíàæäû ôðàíöóçñêîãî ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà
Æîçåôà Ëóè Ëàãðàíæà êòî-òî ñïðîñèë íà ìóçûêàëüíîì âå-
÷åðå, ïî÷åìó îí ëþáèò ìóçûêó, è ïîëó÷èë íåîæèäàííûé îò-
âåò: ¾ß ëþáëþ å¼ ïîòîìó, ÷òî îíà èçîëèðóåò ìåíÿ. ß ñëûøó

ïåðâûå òðè òàêòà; íà ÷åòâ¼ðòîì ÿ íè÷åãî íå ðàçëè÷àþ; ÿ

ïðåäàþñü ñâîèì ìûñëÿì, è íè÷òî íå îòâëåêàåò ìåíÿ, èìåííî

òàêèì îáðàçîì ÿ ðåøèë íå îäíó òðóäíóþ çàäà÷ó¿.

Òåîðåìà Ëàãð�àíæà.1 Ïóñòü ôóíêöèÿ f : [a, b] → R óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:
1) f íåïðåðûâíà íà [a, b];
2) f èìååò êîíå÷íóþ èëè áåñêîíå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ âíóòðè ýòî-
ãî ñåãìåíòà.
Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà c ∈ (a, b), äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå:

f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a).

Çàìå÷àíèå 1 (ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë). Ïðè âûïîëíåíèè
óñëîâèé òåîðåìû âíóòðè îòðåçêà [a, b] îáÿçàòåëüíî íàéä¼òñÿ õî-
òÿ áû îäíà òî÷êà c òàêàÿ, ÷òî êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó ôóíêöèè
f(x) â òî÷êå (c, f(c)) ïàðàëëåëüíà õîðäå AB, ãäå A(a, f(a)) è
B(b, f(b)) (ò. å. õîðäå, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè ãðàôèêà, ñîîò-
âåòñòâóþùèå êîíöàì îòðåçêà).

Çàìå÷àíèå 2. Òåîðåìà Ðîëëÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåî-
ðåìû Ëàãðàíæà.

1Æîçåô Ëóè Ëàãð�àíæ, ôð. Joseph Louis Lagrange (1736-1813) � ôðàí-
öóçñêèé ìàòåìàòèê è ìåõàíèê, ïî÷¼òíûé ÷ëåí Ïàðèæñêîé è Ïåòåðáóðã-
ñêîé àêàäåìèé. Åìó ïðèíàäëåæàò âûäàþùèåñÿ èññëåäîâàíèÿ ïî ìàòåìà-
òè÷åñêîìó àíàëèçó, ïî ðàçëè÷íûì âîïðîñàì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé, ïî àëãåáðå è òåîðèè ÷èñåë, ìåõàíèêå, àñòðîíîìèè. Ëàãðàíæ âïåðâûå
ââ¼ë â ðàññìîòðåíèå òðîéíûå èíòåãðàëû, ïðåäëîæèë îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïðî-
èçâîäíîé y′, f ′(x).
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Ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû Ëàãðàíæà.

1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà [a, b] è äèôôåðåí-
öèðóåìà íà (a, b). Åñëè f ′(x) ≡ 0, ∀x ∈ (a, b), òî ôóíêöèÿ f(x)
ïîñòîÿííà íà [a, b] (óñëîâèå ïîñòîÿíñòâà ôóíêöèè íà ñåãìåíòå).

Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà ïðè x > a, äèôôåðåíöèðó-
åìà ïðè x > a è f ′(x) ≡ 0, ∀x > a, òî ôóíêöèÿ f(x) ïîñòîÿííà
íà [a,+∞).

2. Ïóñòü ôóíêöèè f(x) è g(x) íåïðåðûâíû íà ñåãìåíòå
[a, b], äèôôåðåíöèðóåìû íà èíòåðâàëå (a, b), f ′(x) = g′(x),
∀x ∈ (a, b). Òîãäà f(x) = g(x) + C, ãäå C = const.

3. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà ñåãìåíòå [a, b] è
äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå (a, b). Òîãäà, åñëè f ′(x) > 0,
∀x ∈ (a, b), òî f(x) ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà (a, b). Åñëè
æå f ′(x) < 0 ∀x ∈ (a, b), òî f(x) ñòðîãî ìîíîòîííî óáûâàåò íà
(a, b) (óñëîâèå ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè).

Ïðèìåð 26. Ïðîâåðèòü, âûïîëíÿåòñÿ ëè òåîðåìà Ëàãðàíæà äëÿ
ôóíêöèè f(x) = −x2 + 2x íà ñåãìåíòå [1, 3], è åñëè äà, òî íàéòè
òî÷êó c.

Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ f(x) = −x2 + 2x íåïðåðûâíà íà ñåãìåíòå [1, 3]
è äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå (1, 3), ïîýòîìó òåîðåìà Ëàãðàí-
æà ïðèìåíèìà, à çíà÷èò, ñóùåñòâóåò òî÷êà c ∈ (1, 3), äëÿ êîòîðîé
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:

f(3)− f(1) = f ′(c)(3− 1) ⇔ −3− 1 = (−2c+ 2) · 2,

îòêóäà íàõîäèì c = 2 ∈ (1, 3). �

4.4 Òåîðåìà Êîøè́, èëè Îáîáù¼ííàÿ ôîðìóëà êî-
íå÷íûõ ïðèðàùåíèé

¾Òðóäíåå âñåãî ÷åëîâåêó äà¼òñÿ òî, ÷òî äà¼òñÿ íå åìó¿.

Ìèõàèë Æâàíåöêèé (1934�2020) �
ðóññêèé ïèñàòåëü�ñàòèðèê.

Òåîðåìà Êîøè.1 Åñëè ôóíêöèè f(x) è g(x) óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèÿì:

1Îãþñò�åí Êîø�è (ôð. Augustin Louis Cauchy, 1789�1857) � îäèí èç âåëè-
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1) íåïðåðûâíû íà ñåãìåíòå [a, b];
2) èìåþò êîíå÷íóþ èëè áåñêîíå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ âî âñåõ
âíóòðåííèõ òî÷êàõ ýòîãî ñåãìåíòà;
3) g′(x) 6= 0 íà ýòîì èíòåðâàëå,
òî íà èíòåðâàëå (a, b) ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà c, ÷òî èìååò ìå-
ñòî ðàâåíñòâî

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=
f ′(c)

g′(c)
.

Çàìå÷àíèå 1. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â ôîðìóëèðîâêå òåî-
ðåìû g(b) 6= g(a), ò. ê. â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïî òåîðåìå Ðîëëÿ,
g′(x) â íåêîòîðîé ïðîìåæóòî÷íîé òî÷êå áûëà áû ðàâíà íóëþ,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Çàìå÷àíèå 2. Òåîðåìà Ëàãðàíæà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì
òåîðåìû Êîøè. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôîðìóëû êîíå÷íûõ ïðèðàùå-
íèé èç ôîðìóëû Êîøè ñëåäóåò ïîëîæèòü g(x) = x.

Çàìå÷àíèå 3. Åñëè äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû
g(a) 6= g(b), òî óñëîâèå g′(x) 6= 0 ìîæíî çàìåíèòü ìåíåå æ¼ñò-
êèì: (f ′(x))2 + (g′(x))2 6= 0 ïðè x ∈ (a, b).

Ïðèìåð 27. Îáúÿñíèòü, ïî÷åìó âåðíà ôîðìóëà Êîøè äëÿ ôóíê-
öèé f(x) = x2 + x è g(x) = x3 íà ñåãìåíòå [−1, 1]. Íàéòè òî÷êó c.

Ðåøåíèå. Âñå óñëîâèÿ òåîðåìû Êîøè âûïîëíåíû: ôóíêöèè f(x) è
g(x) íåïðåðûâíû íà ñåãìåíòå [−1, 1], g(−1) 6= g(1), äèôôåðåíöèðóå-
ìû âî âñåõ âíóòðåííèõ òî÷êàõ ýòîãî ñåãìåíòà è (f ′(x))2 +(g′(x))2 6= 0
ïðè x ∈ (−1, 1). Ïîýòîìó íà èíòåðâàëå (−1, 1) ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷-
êà c, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

f(1)− f(−1)

g(1)− g(−1)
=

2c+ 1

3c2
,

îòêóäà íàõîäèì c1 = −1/3, c2 = 1 /∈ (−1, 1). Èòàê, íàøëàñü òî÷êà

c = −1/3. �

÷àéøèõ ó÷¼íûõ Ôðàíöèè, ìàòåìàòèê è ìåõàíèê, ÷ëåí Ïàðèæñêîé àêàäå-
ìèè íàóê, Ëîíäîíñêîãî êîðîëåâñêîãî îáùåñòâà, ïî÷¼òíûé ÷ëåí Ïåòåðáóðã-
ñêîé è ìíîãèõ äðóãèõ àêàäåìèé. Ðàçðàáîòàë ôóíäàìåíò ìàòåìàòè÷åñêîãî
àíàëèçà, âí¼ñ îãðîìíûé âêëàä â òåîðèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
àëãåáðó, ãåîìåòðèþ, ìàòåìàòè÷åñêóþ ôèçèêó è äðóãèå îáëàñòè ìàòåìàòè-
÷åñêîé íàóêè. Îäèí èç îñíîâîïîëîæíèêîâ ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä.
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4.5 Çàäà÷è

�64. [6, � 1236] Ôóíêöèÿ f(x) = 1 − 3
√
x2 îáðàùàåòñÿ â íóëü

ïðè x1 = −1 è x2 = 1, íî òåì íå ìåíåå f ′(x) 6= 0 ïðè −1 6 x 6 1.
Îáúÿñíèòü êàæóùååñÿ ïðîòèâîðå÷èå ñ òåîðåìîé Ðîëëÿ.

�65. [6, � 1237] Ôóíêöèÿ f(x) èìååò êîíå÷íóþ ïðîèçâîä-
íóþ f ′(x) â êàæäîé òî÷êå êîíå÷íîãî èëè áåñêîíå÷íîãî èíòåð-
âàëà (a, b) è lim

x→a+0
f(x) = lim

x→b−0
f(x). Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò

òî÷êà c ∈ (a, b) òàêàÿ, ÷òî f ′(c) = 0 (îáîáùåíèå òåîðåìû Ðîëëÿ
íà èíòåðâàë).

�66. Ïðîâåðèòü, âûïîëíÿåòñÿ ëè òåîðåìà Ðîëëÿ äëÿ ôóíê-
öèè f(x) =

3
√
x2 íà ñåãìåíòå [−1, 1].

�67. Ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû Ëàãðàíæà äëÿ

ôóíêöèè f(x) =
x− 1

x− 3
íà ñåãìåíòå [4, 5]. Íàéòè òî÷êó, â

êîòîðîé êàñàòåëüíàÿ ïàðàëëåëüíà õîðäå AB, ãäå A(4, f(4)),
B(5, f(5)).

�68. [6, � 1244] Íàéòè íà êðèâîé y = x3 òî÷êó, êàñàòåëüíàÿ
â êîòîðîé ïàðàëëåëüíà õîðäå, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè A(−1,−1) è
B(2, 8).

�69. Ôóíêöèÿ f(x) âñþäó íåïðåðûâíà è äèôôåðåíöèðóåìà.
Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè óðàâíåíèå f(x) = 0 èìååò äâà ðàçëè÷íûõ
äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ, òî óðàâíåíèå f ′(x) = 0 èìååò ïî êðàé-
íåé ìåðå îäèí äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü.

�70. Ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà ñåãìåíòå [2, 10] è äèôôå-
ðåíöèðóåìà âíóòðè íåãî. Èçâåñòíî, ÷òî f(2) = 8 è ïðîèçâîäíàÿ
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ f ′(x) 6 4 äëÿ âñåõ x ∈ (2, 10). Îïðåäå-
ëèòü ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè ïðè x = 10.

�71. [6, � 1246.1] Ïóñòü f(x) ∈ C1(−∞,+∞) è äëÿ ëþáûõ
äåéñòâèòåëüíûõ x è h ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî:

f(x+ h)− f(x) ≡ h · f ′(x).

Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ëèíåéíà, ò. å. èìååò âèä f(x) = ax+ b,
ãäå a è b � ïîñòîÿííûå.

�72. Íà äóãå êðèâîé f(x) = x3 − x ìåæäó òî÷êàìè
A(−2,−6) è B(1, 0) íàéòè òî÷êó C(c, f(c)), êàñàòåëüíàÿ â êîòî-
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ðîé ïàðàëëåëüíà õîðäå AB.

�73. [6, � 1250] Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) èìååò íåïðåðûâíóþ
ïðîèçâîäíóþ f ′(x) â èíòåðâàëå (a, b). Ìîæíî ëè äëÿ âñÿêîé
òî÷êè ξ ∈ (a, b) óêàçàòü äâå äðóãèå òî÷êè x1 è x2 èç ýòîãî
èíòåðâàëà òàêèå, ÷òî

f(x2)− f(x1)

x2 − x1
= f ′(ξ) (x1 < ξ < x2) ?

Ðàññìîòðåòü ïðèìåð f(x) = x3, x ∈ [−1, 1], ξ = 0.

�74. [6, � 1251(à,á)] Äîêàçàòü íåðàâåíñòâà:

à) | sinx− sin y| 6 |x− y| (x, y ∈ R);

á) p · yp−1(x− y) 6 xp − yp 6 p · xp−1(x− y) (0 < y < x, p > 1).

�75. [6, � 1251(â,ã)] Äîêàçàòü íåðàâåíñòâà:

à) | arctg a− arctg b| 6 |a− b|,

á)
a− b
a

< ln
a

b
<
a− b
b

, åñëè 0 < b < a.

�76. [6, � 1252] Îáúÿñíèòü, ïî÷åìó íå âåðíà ôîðìóëà Êîøè
äëÿ ôóíêöèé f(x) = x2 è g(x) = x3 íà ñåãìåíòå [−1, 1].

�77. Îáúÿñíèòü, ïî÷åìó âåðíà ôîðìóëà Êîøè äëÿ ôóíê-
öèé f(x) = x2 + x è g(x) = x3 íà ñåãìåíòå [−1, 1]. Íàéòè òî÷êó
c.

�78. [6, � 1255] Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(x) èìååò â
êîíå÷íîì èëè áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå (a, b) îãðàíè÷åííóþ ïðî-
èçâîäíóþ f ′(x), òî f(x) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà (a, b).

�79. [6, � 1260] Äîêàçàòü, ÷òî åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ
f(x) (−∞ < x < +∞), èìåþùàÿ ïîñòîÿííóþ ïðîèçâîäíóþ
f ′(x) ≡ k, åñòü ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ f(x) = kx+ b.

�80. [6, � 1262] Äîêàçàòü, ÷òî åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ
y = y(x) (−∞ < x < +∞), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ
y′ = λy (λ = const), åñòü ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ y = C · eλx,
ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà.

Óêàçàíèå: ðàññìîòðåòü (ye−λx)′.
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�81. [6, � 1263] Ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèè

f(x) = arctg
1 + x

1− x
è g(x) = arctg x

èìåþò îäèíàêîâûå ïðîèçâîäíûå â îáëàñòÿõ: 1) x < 1 è 2) x > 1.
Âûâåñòè çàâèñèìîñòü ìåæäó ýòèìè ôóíêöèÿìè.

�82. [6, � 1264(à)] Äîêàçàòü òîæäåñòâî

2 arctg x+ arcsin
2x

1 + x2
= π · sgnx ïðè |x| > 1.

�83. [6, � 1287] Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ

f(x) =

{
x+ x2 · sin 2

x , åñëè x 6= 0,

0, åñëè x = 0,

âîçðàñòàåò â òî÷êå1 x = 0, íî íå ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé íè â
êàêîì èíòåðâàëå (−ε, ε), îêðóæàþùåì ýòó òî÷êó, ãäå ε > 0 �
ïðîèçâîëüíî ìàëî. Ïîñòðîèòü ýñêèç ãðàôèêà ôóíêöèè.

1Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþùåé â òî÷êå x0, åñëè â íåêî-
òîðîé îêðåñòíîñòè |x − x0| < δ ýòîé òî÷êè çíàê ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè
∆f(x0) = f(x0 + ∆x)− f(x0) ñîâïàäàåò ñî çíàêîì ïðèðàùåíèÿ àðãóìåíòà
∆x = x− x0.
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4.6 Îòâåòû è ðåøåíèÿ

64. Ïðîòèâîðå÷èÿ ñ òåîðåìîé Ðîëëÿ íåò, ò.ê. íå âûïîëíåíî îäíî
èç òðåáîâàíèé ýòîé òåîðåìû: ôóíêöèÿ f(x) íå èìååò ïðîèçâîä-
íîé ïðè x = 0. Â ñàìîì äåëå,

f ′−(0) = lim
∆x→−0

− 3
√

(∆x)2

∆x
= +∞,

f ′+(0) = lim
∆x→+0

− 3
√

(∆x)2

∆x
= −∞,

ò. å. f ′−(0) 6= f ′+(0).

65. Äîêàæåì ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ðîëëÿ äëÿ ñåãìåíòà.

1) Ïóñòü èíòåðâàë (a, b) êîíå÷åí è lim
x→a+0

f(x) = lim
x→b−0

f(x)

= C, ãäå C = const. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

F (x) =

{
f(x), åñëè x ∈ (a, b),

C, åñëè x = a, x = b,

íåïðåðûâíóþ íà [a, b], ïðè÷¼ì F (a) = F (b). Ïî òåîðåìå Ðîëëÿ
íà (a, b) íàéä¼òñÿ òî÷êà c òàêàÿ, ÷òî F ′(c) = f ′(c) = 0.

2) Åñëè (a, b) � áåñêîíå÷íûé èíòåðâàë, òî â ñèëó ñóùåñòâîâà-
íèÿ êîíå÷íîé ïðîèçâîäíîé f ′(x), íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f(x)
è ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷íûõ, ðàâíûõ ìåæäó ñîáîé, å¼ ïðåäåëü-
íûõ çíà÷åíèé ïðè x→ a+0 è x→ b−0, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì
ε > 0 îäíà èç ïðÿìûõ y = C + ε èëè y = C − ε ïåðåñå÷¼ò
êðèâóþ y = f(x) ïî ìåíüøåé ìåðå â äâóõ òî÷êàõ, àáñöèññû êî-
òîðûõ îáîçíà÷èì c1 è c2. Äëÿ ôóíêöèè f(x) íà ñåãìåíòå [c1, c2]
âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû Ðîëëÿ, ïîýòîìó íà (c1, c2) (à
çíà÷èò, è íà (a, b)) íàéä¼òñÿ òàêàÿ òî÷êà c, ÷òî f ′(c) = 0.

3) Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà lim
x→a+0

f(x) = lim
x→b−0

f(x) = ∞.

Òîãäà êàê â ñëó÷àå êîíå÷íîãî, òàê è áåñêîíå÷íîãî èíòåðâàëà
(a, b), óðàâíåíèå f(x) = A, ãäå A > 0 � ëþáîå ôèêñèðîâàííîå
÷èñëî (åñëè lim

x→a+0
f(x) = lim

x→b−0
f(x) = +∞) èëè f(x) = −A

(åñëè lim
x→a+0

f(x) = lim
x→b−0

f(x) = −∞) âñåãäà èìååò äâà ðàçíûõ

êîðíÿ, êîòîðûå îáîçíà÷èì α1 è α2. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ðîëëÿ ê
f(x) íà ñåãìåíòå [α1, α2], ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî íà èíòåðâàëå
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(α1, α2) (à çíà÷èò, è íà (a, b)) íàéä¼òñÿ õîòÿ áû îäíà òî÷êà c:
f ′(c) = 0.

66. Äàííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà óêàçàííîì
ñåãìåíòå, ïðè÷¼ì f(−1) = f(1) = 1. Íàéä¼ì ïðîèçâîäíóþ:

f ′(x) = (
3
√
x2)′ =

2

3 3
√
x
(x 6= 0). Â òî÷êå x = 0 ïðîèçâîäíóþ

íàéä¼ì ïî îïðåäåëåíèþ:

f ′(0) = lim
x→0

f(x)− f(0)

x
= lim

x→0

3
√
x2 − 0

x
= lim

x→0

(
3
√
|x|2
|x|

· sgnx

)
=

= lim
x→0

sgnx
3
√
|x|

=

{
+∞, åñëè x→ +0,

−∞, åñëè x→ −0.

Òàê êàê f ′−(0) 6= f ′+(0), òî ôóíêöèÿ íå èìååò ïðîèçâîäíîé â
òî÷êå x = 0, è ïîýòîìó òåîðåìà Ðîëëÿ íå ïðèìåíèìà.

67. Äàííàÿ ôóíêöèÿ èìååò ðàçðûâ ïðè x = 3, íî íà ñåã-
ìåíòå [4, 5] îíà íåïðåðûâíà è äèôôåðåíöèðóåìà âíóòðè íåãî.
Ñëåäîâàòåëüíî, çäåñü ïðèìåíèìà òåîðåìà Ëàãðàíæà. Òàê êàê

f ′(x) = − 2

(x− 3)2
, òî èìååì

f(5)− f(4) = f ′(c)(5− 4) ⇔ 2− 3 = − 2

(c− 3)2
,

îòêóäà íàõîäèì c = 3 +
√

2 ∈ (4, 5).

68. Ïî ôîðìóëå êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé (êîòîðàÿ ïðèìåíèìà,
ïîñêîëüêó y = x3 íåïðåðûâíà íà [−1, 2] è äèôôåðåíöèðóåìà
âíóòðè ýòîãî ñåãìåíòà) íà èíòåðâàëå (−1, 2) íàéä¼òñÿ òî÷êà c:

f(2)− f(−1)

2− (−1)
= f ′(c) ⇔ 8− (−1)

3
= 3c2,

îòêóäà c = ±1 è ïîëó÷àåì äâå òî÷êè A(−1,−1) è B(1, 1), èç
êîòîðûõ òîëüêî âòîðàÿ, ñòðîãî ãîâîðÿ, îòâå÷àåò óñëîâèÿì òåî-
ðåìû (àáñöèññà ïîïàäàåò â íóæíûé èíòåðâàë). Îäíàêî åñëè
ïðèíÿòü âî âíèìàíèå, ÷òî ôóíêöèÿ y = x3 îïðåäåëåíà è äèô-
ôåðåíöèðóåìà âñþäó, òî â ïåðâîé èç òî÷åê êàñàòåëüíàÿ òàêæå
áóäåò ïàðàëëåëüíà õîðäå (óáåäèòåñü â ýòîì ãðàôè÷åñêè).
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69. Îáîçíà÷èì êîðíè óðàâíåíèÿ f(x) = 0 ÷åðåç a è b. Â ñî-
îòâåòñòâèå ñ óñëîâèåì, ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà ñåãìåíòå
[a, b] è äèôôåðåíöèðóåìà âíóòðè íåãî. Ñëåäîâàòåëüíî, ê íåé
ïðèìåíèìà ôîðìóëà Ëàãðàíæà è íàéä¼òñÿ òî÷êà c ∈ (a, b) òà-
êàÿ, ÷òî

f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a) ⇔ f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
.

Ïîñêîëüêó f(a) = f(b) = 0, òî f ′(c) =
0− 0

b− a
= 0. Òàêèì îáðà-

çîì, óðàâíåíèå f ′(x) = 0 èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí êîðåíü.

Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî ó ïðîèçâîäíîé ìîæåò áûòü áîëåå îäíîãî
íóëÿ (íàïðèìåð, ìîæíî ðàññìîòðåòü ôóíêöèþ f(x) = sinx
íà ñåãìåíòå [0, 2π], ãäå ïðîèçâîäíàÿ èìååò äâà íóëÿ). Òåîðå-
ìà Ëàãðàíæà ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ïî ìåíüøåé
ìåðå îäíîãî íóëÿ.

ßñíî, ÷òî ðàññìîòðåííóþ ñõåìó ìîæíî îáîáùèòü íà ñëó-
÷àé n íóëåé è ïðîèçâîäíîé (n− 1)-ãî ïîðÿäêà. Åñëè óðàâíåíèå
f(x) = 0 èìååò òðè äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ, òî ïåðâàÿ ïðîèç-
âîäíàÿ ïðîèçâîäíàÿ áóäåò èìåòü (ïî êðàéíåé ìåðå) äâà íóëÿ,
à âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ � ñîîòâåòñòâåííî, íå ìåíåå îäíîãî íóëÿ.
Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè ôóíêöèÿ èìååò n äåéñòâèòåëüíûõ íóëåé,
òî ïðîèçâîäíàÿ (n−1)-ãî ïîðÿäêà áóäåò èìåòü íå ìåíåå 1 íóëÿ.

70. Äëÿ îöåíêè çíà÷åíèÿ f(10) âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé
Ëàãðàíæà

f(10)− f(2) = f ′(c)(10− 2), ãäå c ∈ (2, 10).

Ïåðåïèøåì â âèäå f(10) = f(2) + 8f ′(c) 6 8 + 8 · 4 = 40. Òàêèì
îáðàçîì, ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè íà ïðàâîì
êîíöå èíòåðâàëà ðàâíî 40.

71. Ïîëàãàÿ x = 0 â òîæäåñòâå f(x + h) − f(x) ≡ h · f ′(x),
ïîëó÷àåì òîæäåñòâî f(h) − f(0) ≡ h · f ′(0), âåðíîå ïðè âñåõ
h ∈ (−∞,+∞). Ïåðåîáîçíà÷àÿ â ïîëó÷åííîì ðàâåíñòâå h íà x
(â ïðèíöèïå, äåëàòü ýòî íå îáÿçàòåëüíî) è ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ
f ′(0) = a, f(0) = b, ïîëó÷àåì f(x) = ax+ b, x ∈ R.
72. Ñîãëàñíî ãåîìåòðè÷åñêîìó ñìûñëó òåîðåìû Ëàãðàíæà,
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àáñöèññà òî÷êè c óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

f(1)− f(−2) = f ′(c)(1− (−2)) ⇔ 0− (−6) = (3c2 − 1) · 3,

îòêóäà íàõîäèì c = ±1. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû Ëàãðàíæà
c ∈ (−2, 1), ïîýòîìó ïîäõîäèò òîëüêî c = −1, òîãäà f(c) = 0.
Ïðîèëëþñòðèðóéòå ñèòóàöèþ íà ðèñóíêå. Îòâåò: C(−1, 0).

73. Âîîáùå ãîâîðÿ, íåò. Íàïðèìåð, åñëè íà (a, b) ôóíêöèÿ
f(x) âîçðàñòàåò, òî äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ (a, b) òàêèõ, ÷òî x1 < x2,

èìååì
f(x2)− f(x1)

x2 − x1
> 0 è òîãäà äëÿ òåõ òî÷åê èíòåðâàëà, â

êîòîðûõ f ′(ξ) = 0, ðàâåíñòâî

f(x2)− f(x1)

x2 − x1
= f ′(ξ) = 0

íåâîçìîæíî. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ôóíêöèè y = x3 äëÿ ëþáûõ
x1, x2 ∈ (−1, 1) èìååì

x3
2 − x3

1

x2 − x1
= x2

2 + x1x2 + x2
2 > 0,

ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òî÷êè ξ = 0 çíà÷åíèé x1 è x2 èç óñëîâèé
çàäà÷è íå ñóùåñòâóåò.

74. à) Ôóíêöèÿ y = sinx âñþäó íåïðåðûâíà è äèôôåðåí-
öèðóåìà, ïîýòîìó ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà ìåæäó òî÷êàìè x è y
íàéä¼òñÿ òî÷êà c:

sinx− sin y = (x− y) · cos c,

îòêóäà | sinx− sin y| = |x− y| · | cos c| 6 |x− y|.
á) Ôóíêöèÿ y = xp ïðè p > 1 òàêæå âñþäó íåïðåðûâíà è

äèôôåðåíöèðóåìà, ïîýòîìó ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà ìåæäó òî÷-
êàìè y è x íàéä¼òñÿ òî÷êà c:

xp − yp = (x− y) · p · cp−1, ãäå y < c < x,

îòêóäà p · yp−1 < p · cp−1 < p · xp−1 è òîãäà ïîëó÷àåì òðåáóåìîå
íåðàâåíñòâî

p · yp−1(x− y) 6 xp − yp 6 p · xp−1(x− y).
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Äâîéíîå íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî ïðè x = y.

75. à) Òàê êàê ôóíêöèÿ y = arctg x óäîâëåòâîðÿåò óñëîâè-
ÿì òåîðåìû Ëàãðàíæà íà ëþáîì ñåãìåíòå [a, b], òî íàéä¼òñÿ
ξ ∈ (a, b):

arctg a− arctg b =
1

1 + ξ2
(a− b),

îòêóäà | arctg a− arctg b| 6 |a− b|.
á) Òàê êàê ôóíêöèÿ y = lnx óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðå-

ìû Ëàãðàíæà íà ëþáîì ñåãìåíòå [b, a], òî íàéä¼òñÿ ξ ∈ (b, a):

ln a− ln b =
1

ξ
(a− b),

îòêóäà
a− b
a

< ln
a

b
<
a− b
b

.

76. Íàðóøåíî óñëîâèå òåîðåìû Êîøè (f ′(x))2 + (g′(x))2 6= 0
ïðè âñåõ x ∈ (−1, 1). Â òî÷êå x = 0 èìååì (f ′(0))2 +(g′(0))2 = 0,
ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìóëà Êîøè íå ïðèìåíèìà (èëè g′(x) = 0
ïðè x = 0).

77. Âñå óñëîâèÿ òåîðåìû Êîøè âûïîëíåíû: g(−1) 6= g(1),
(f ′(x))2 + (g′(x))2 6= 0 ïðè ∀x ∈ (−1, 1). Çäåñü c = −1

3 , ò. ê.

f(1)− f(−1)

g(1)− g(−1)
=

2− 0

1− (−1)
=

2

2
=
f ′(c)

g′(c)
=

2c+ 1

3c2
,

îòêóäà c1 = −1/3, c2 = 1 /∈ (−1, 1).

78. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà
èíòåðâàëå (a, b), åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ ÷èñëî
δ = δ(ε, a, b) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ x′, x′′ ∈ (a, b), óäî-
âëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ |x′′− x′| < δ, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
|f(x′′) − f(x′)| < ε. Ïî ôîðìóëå Ëàãðàíæà äëÿ ëþáîé ïàðû
òî÷åê x′, x′′ ∈ (a, b) èìååì

|f(x′)− f(x′′)| = |f ′(c)||x′ − x′′| 6M |x′ − x′′|

(ò. ê. |f ′(x)| 6 M). Ôèêñèðóåì ëþáîå ε > 0 è âûáåðåì
0 < δ < ε

M . Òîãäà ïðè |x′ − x′′| < δ èìååì |f(x′′) − f(x′)| < ε,
ò. å. f(x) � ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà (a, b).
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79. Åñëè f(x) = kx+ b, òî f ′(x) = k. Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ
f(x) = kx + b � åäèíñòâåííàÿ. Îò ïðîòèâíîãî, äîïóñòèì, ÷òî
ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ϕ(x), îòëè÷íàÿ îò ëèíåéíîé è òàêàÿ, ÷òî
ϕ′(x) = k. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ψ(x) = ϕ(x) − f(x), òîãäà
ψ′(x) = 0 ïðè âñåõ x ∈ R. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ
1 èç òåîðåìû Ëàãðàíæà ψ(x) = C = const ïðè x ∈ R. Òîãäà
ϕ(x) = f(x)+C = kx+b+C � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ. Ïðîòèâîðå÷èå
ñ ïðåäïîëîæåíèåì.

80. Íàéä¼ì ïðîèçâîäíóþ (ye−λx)′ = y′e−λx + ye−λx(−λ) =
e−λx(y′ − λy) ≡ 0 ïðè âñåõ x ∈ R. Òî åñòü óðàâíåíèå y′ = λy
ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî (ye−λx)′ ≡ 0 ïðè âñåõ x ∈ R. Ïî ñëåä-
ñòâèþ 1 èç òåîðåìû Ëàãðàíæà ïîëó÷àåì, ÷òî ye−λx ≡ C, x ∈ R
(C � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà). Âûðàæàÿ y, îêîí÷àòåëüíî íà-
õîäèì y = C · eλx.
81. Ðàâåíñòâî ïðîèçâîäíûõ óñòàíàâëèâàåòñÿ íåïîñðåä-

ñòâåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì. Òàê êàê f ′(x) = g′(x) ⇔
f ′(x) − g′(x) = 0 ⇔ (f(x) − g(x))′ = 0 ⇔ f(x) − g(x) = const,
ò. å.

f(x)− g(x) =

{
C1, åñëè x < 1,

C2, åñëè x > 1.

Ïðè x = 0 èìååì f(0) − g(0) =
π

4
, ñëåäîâàòåëüíî, C1 =

π

4
.

Ïðè x = 2 èìååì f(2) − g(2) = arctg(−3) − arctg 2 =

−(arctg 3 + arctg 2). Òàê êàê
π

4
< arctg 3 <

π

2
,
π

4
< arctg 2 <

π

2
,

òî
π

2
< arctg 3+arctg 2 < π. Ïðè ýòîì tg(arctg 3+arctg 2) = −1,

ïîýòîìó arctg 3 + arctg 2 =
3π

4
. Çíà÷èò, C2 = −3π

4
.

82. Íàéä¼ì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè èç ëåâîé ÷àñòè òîæäå-
ñòâà:(

2 arctg x+ arcsin
2x

1 + x2

)′
=

2

1 + x2
+

1√
1− ( 2x

1+x2 )2
·

·2 · 1 + x2 − 2x3

(1 + x2)2
=

2

1 + x2
+

2(1− x2)

(1 + x2)|1− x2|
≡ 0
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ïðè |x| > 1. Îòñþäà, ò. ê. ôóíêöèÿ 2 arctg x + arcsin
2x

1 + x2

íåïðåðûâíà ïðè |x| > 1, òî ïî ñëåäñòâèþ 1 èç òåîðåìû Ëàãðàí-
æà ïîëó÷àåì, ÷òî

2 arctg x+ arcsin
2x

1 + x2
=

{
C1, åñëè x > 1,

C2, åñëè x 6 −1.

Íàéä¼ì êîíñòàíòû C1 è C2. Òàê êàê ôóíêöèÿ 2 arctg x+

arcsin
2x

1 + x2
íåïðåðûâíà ïðè x 6 −1 è ïðè x > 1, òî ïîëà-

ãàÿ x = 1, íàõîäèì C1 = π, à ïîëàãàÿ x = −1, îïðåäåëÿåì
C2 = −π. Ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíî èìååì

2 arctg x+ arcsin
2x

1 + x2
= π · sgnx ïðè |x| > 1.

83. Âû÷èñëèì ïðèðàùåíèå ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x = 0:

∆f(0) = f(0 + ∆x)− f(0) = ∆x

(
1 + ∆x · sin 2

∆x

)
.

Î÷åâèäíî, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ∆x
ïðèðàùåíèå ôóíêöèè ∆f ñîâïàäàåò ïî çíàêó ñ ïðèðàùåíèåì
àðãóìåíòà ∆x, ïîýòîìó f(x) âîçðàñòàåò ïðè x = 0.

Ôèêñèðóåì ëþáîå ìàëîå ε > 0 è ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ íå
ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé â èíòåðâàëå (−ε, ε), îêðóæàþùåì ýòó
òî÷êó. Íàéä¼ì ïðîèçâîäíóþ f ′(x) = 1+2x·sin 2

x−2 cos 2
x (x 6= 0).

Âñåãäà ìîæíî âûáðàòü íàñòîëüêî áîëüøîå n, ÷òî x′n =
1

πn
è

x′′n =
2

π + 2πn
áóäóò ïðèíàäëåæàòü èíòåðâàëó (−ε, ε). Òàê êàê

f ′(x′n) = −1, f ′(x′′n) = 3, òî f(x) íå âîçðàñòàåò íà (−ε, ε) (òàê
êàê ïðîèçâîäíàÿ íå ñîõðàíÿåò îïðåäåë¼ííûé çíàê).

Âûâîä: åñëè ôóíêöèÿ f(x) âîçðàñòàåò â íåêîòîðîé òî÷êå,
òî f(x) íå îáÿçàòåëüíî âîçðàñòàåò â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
ýòîé òî÷êè. Ýñêèç ãðàôèêà ïîñòðîéòå ñàìîñòîÿòåëüíî (ïðè
x → ±∞ ãðàôèê èìååò íàêëîííóþ àñèìïòîòó y = 3x, òàê êàê

lim
x→±∞

f(x)

x
= 3).
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5 ÑÅÌÈÍÀÐ: Òåîðåìà Êàíòîðà è äðóãèå

òåîðåìû î ñâîéñòâàõ è ïðèçíàêàõ ðàâíî-

ìåðíîé íåïðåðûâíîñòè

¾Ìàëî çíàòü ñåáå öåíó � íàäî åù¼ ïîëüçîâàòüñÿ ñïðîñîì¿.

Ìèõàèë Æâàíåöêèé (1934�2020) �
ðóññêèé ïèñàòåëü�ñàòèðèê.

Äîìàøíåå çàäàíèå.
Èç Äåìèäîâè÷à: 787, 788, 789, 790, 791, 792, 793, 794, 795, 796,
798, 800, 801, 801.2, 802(à,â,ä), 804, 806.2.
Èç äàííîãî ñáîðíèêà: 117, 118, 121, 123, 128.

Âûøå ìû ïîëó÷èëè ïåðâîå ïðåäñòàâëåíèå î òàêîì âèäå
íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé êàê ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü. Îä-
íàêî èññëåäîâàíèå ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè òîëü-
êî ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåíèÿ áûâàåò äîñòàòî÷íî òðóäî¼ìêèì è
ïîýòîìó íåýôôåêòèâíûì. Åñëè æå çíàòü äîïîëíèòåëüíî íåêî-
òîðûå äîñòàòî÷íûå (íåîáõîäèìûå, íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå)
óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè, òî ýòî ïîçâîëÿåò íàõî-
äèòü áîëåå áûñòðûå è îïòèìàëüíûå ñïîñîáû äëÿ âûÿñíåíèÿ,
ÿâëÿåòñÿ ëè äàííàÿ ôóíêöèÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé èëè íåò.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ôóíê-
öèè íà ìíîæåñòâå.

Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà ìíî-

æåñòâå X, åñëè f(x) îïðåäåëåíà íà X è äëÿ ëþáîãî ε > 0
íàéä¼òñÿ ÷èñëî δ = δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ x′, x′′ ∈ X,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ |x′′ − x′| < δ, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-
ñòâî |f(x′′)− f(x′)| < ε.

Ðàññìîòðèì ýòî ïîíÿòèå ïîäðîáíåå è îáðàòèìñÿ ê ñâîéñòâàì
è ïðèçíàêàì ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè.1

1Ñâîéñòâî � íåîáõîäèìîå óñëîâèå, ïðèçíàê � äîñòàòî÷íîå óñëîâèå, êðè-
òåðèé � íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå.
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5.1 Ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü � íåëîêàëüíîå
ñâîéñòâî ôóíêöèè, îòíîñÿùååñÿ ê ïðîìåæóò-
êó

Íåïðåðûâíîñòü â òî÷êå îòíîñèòñÿ ê ëîêàëüíûì (òî÷å÷íûì)
ñâîéñòâàì ôóíêöèè, è êîãäà ðå÷ü èä¼ò î íåïðåðûâíîñòè ôóíê-
öèè íà ìíîæåñòâå, òî ïîäðàçóìåâàåòñÿ íåïðåðûâíîñòü â êàæ-
äîé îòäåëüíîé òî÷êå ýòîãî ìíîæåñòâà. Â îòëè÷èå îò ýòîãî ðàâ-
íîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü � ýòî ãëîáàëüíîå ñâîéñòâî ôóíêöèè,
õàðàêòåðèçóþùåå ïîâåäåíèå ôóíêöèè ñðàçó íà íåêîòîðîì ìíî-
æåñòâå.

5.2 Ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü ⇒ íåïðåðûâ-
íîñòü

Ò1 (î ñâÿçè ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ñ îáû÷íîé íåïðåðûâ-

íîñòüþ). Èç ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f(x) íà
ìíîæåñòâå X ñëåäóåò å¼ íåïðåðûâíîñòü â êàæäîé òî÷êå ýòî-
ãî ìíîæåñòâà (à çíà÷èò, è íà âñ¼ì ìíîæåñòâå).

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè â îïðåäåëåíèè ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè

çàôèêñèðîâàòü òî÷êó x′, òî ïîëó÷èòñÿ îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîñòè

ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x′.

Îáðàòíî, èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå X â îá-
ùåì ñëó÷àå íå ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü íà ýòîì
ìíîæåñòâå.

Ïðèìåð 28. Ôóíêöèÿ y = sin
1

x
íåïðåðûâíà, íî íå ðàâíîìåðíî

íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå (0, 1). �

5.3 Ãðàôè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ðàâíîìåðíîé
íåïðåðûâíîñòè

Äëÿ ãðàôè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè,
çàôèêñèðîâàâ íåêîòîðîå ε > 0 è âûáðàâ ïî íåìó δ > 0, ïðåä-
ñòàâèì ñåáå â ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxy ïðÿìîóãîëüíèê âûñîòîé
ε è øèðèíîé δ ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì
îñÿì. Åñëè ôóíêöèÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå X,
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òî ìîæíî òàê ïåðåìåùàòü ýòîò ïðÿìîóãîëüíèê âäîëü ãðàôè-
êà ôóíêöèè â ïðåäåëàõ ýòîãî ìíîæåñòâà (ñîõðàíÿÿ ïàðàëëåëü-
íîñòü åãî ñòîðîí îñÿì êîîðäèíàò), ÷òîáû ãðàôèê íå ïåðåñåêàë
âåðõíåé è íèæíåé ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêà, à òîëüêî áîêîâûå
ñòîðîíû.

5.4 Òåîðåìà Êàíòîðà

Ò2 (Ê�àíòîðà). Íåïðåðûâíàÿ íà ñåãìåíòå ôóíêöèÿ ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíà íà ýòîì ñåãìåíòå.

Î÷åâèäíî, ÷òî ñ ïîìîùüþ ýòîé òåîðåìû âîïðîñ î ðàâíîìåð-
íîé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè íà ñåãìåíòå ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó î
íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè íà ýòîì ñåãìåíòå.

Ïðèìåð 29. [6, � 794] Èññëåäîâàòü íà ðàâíîìåðíóþ íåïðåðûâ-

íîñòü ôóíêöèþ f(x) =
x

4− x2
íà îòðåçêå [−1, 1].

Ðåøåíèå. Òàê êàê ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [−1, 1] êàê ñó-

ïåðïîçèöèÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé (òî÷êè ðàçðûâà x = ±2 íå ïî-

ïàäàþò â ýòîò ïðîìåæóòîê), òî ïî òåîðåìå Êàíòîðà ýòî îçíà÷àåò

ðàâíîìåðíóþ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè. �

5.5 Î ñâÿçè ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ôóíê-
öèè íà èíòåðâàëå è åãî çàìûêàíèè � îòðåçêå

Ò3 (êðèòåðèé ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè íà èíòåðâàëå).
Íåïðåðûâíàÿ íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå (a, b) ôóíêöèÿ f(x) ðàâ-
íîìåðíî íåïðåðûâíà íà í¼ì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòó
ôóíêöèþ ìîæíî äîîïðåäåëèòü íà ñåãìåíò [a, b] íåïðåðûâíûì
îáðàçîì (ò. å. êîãäà ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ íà ñåãìåíòå [a, b]
ôóíêöèÿ g(x), ñîâïàäàþùàÿ ñ f(x) íà èíòåðâàëå (a, b)).1

Ïðèìåð 30. Äîêàçàòü ðàâíîìåðíóþ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè íà
èíòåðâàëå (0, 1):

f(x) = x · sin 1

x
.

1Ýòî âîçìîæíî ñäåëàòü ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ èìååò êîíå÷íûå
îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû f(a+ 0) è f(b− 0).
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Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà óêàçàííîì èíòåðâàëå,

ïðè÷¼ì ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïðåäåëû íà êîíöàõ èíòåðâàëà:

lim
x→+0

(
x · sin 1

x

)
= 0 (êàê ïðåäåë ïðîèçâåäåíèÿ áåñêîíå÷íî ìà-

ëîé ôóíêöèè x è îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè sin 1
x ,
∣∣sin 1

x

∣∣ ≤ 1) è

lim
x→1−0

(
x · sin 1

x

)
= sin 1. Íî òîãäà ôóíêöèþ f(x) ìîæíî äîîïðåäå-

ëèòü íåïðåðûâíûì îáðàçîì íà ñåãìåíò [0, 1], è ýòà íîâàÿ ôóíêöèÿ

ïî òåîðåìå Êàíòîðà áóäåò ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà [0, 1]. Ñëå-

äîâàòåëüíî, ñîâïàäàþùàÿ ñ íåé íà èíòåðâàëå (0, 1) ôóíêöèÿ f(x)

òàêæå ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà. �

5.6 Î ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè íà
îáúåäèíåíèè ñìåæíûõ ïðîìåæóòêîâ

Ò4 (î ñîõðàíåíèè ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ïðè îáúåäèíå-

íèè ñìåæíûõ ñåãìåíòîâ). Åñëè ôóíêöèÿ f(x) ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíà íà êàæäîì èç äâóõ ñìåæíûõ ñåãìåíòîâ [a, b] è [b, c]
(a < b < c), òî îíà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà èõ îáúåäèíåíèè
[a, c].1

Îáðàòíîå òîæå âåðíî: åñëè ôóíêöèÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâ-
íà íà ñåãìåíòå [a, c] è a < b < c, òî îíà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà
íà êàæäîì èç ñåãìåíòîâ [a, b] è [b, c].

Çàìå÷àíèå 1. Áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå: åñëè ôóíêöèÿ ðàâ-
íîìåðíî íåïðåðûâíà íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå, òî îíà ðàâíî-
ìåðíî íåïðåðûâíà íà ëþáîì ïðîìåæóòêå, öåëèêîì ïðèíàäëå-
æàùåì äàííîìó.

Çàìå÷àíèå 2. Â ôîðìóëèðîâêå äàííîãî óñëîâèÿ ðàâíîìåð-
íîé íåïðåðûâíîñòè ìîæíî çàìåíèòü îäèí èëè îáà ñåãìåíòà íà
ïîëóèíòåðâàë èëè ïîëóáåñêîíå÷íûå ïðîìåæóòêè. Òàê, íàïðè-
ìåð, óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ñìåæíûõ ïðîìåæóòêîâ âè-
äà [a, b] è [b,+∞), à òàêæå (a, b] è [b, c).

Ïðèìåð 31. Èññëåäîâàòü ôóíêöèþ íà ðàâíîìåðíóþ íåïðåðûâ-
íîñòü íà ìíîæåñòâå R:

1Ñìåæíûìè ìû íàçûâàåì ñåãìåíòû (ïðîìåæóòêè), èìåþùèå îäíó îá-
ùóþ òî÷êó, ò. å. ïåðåñåêàþùèåñÿ ëèøü â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ.
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f(x) =

{
1 + sin(x− 1), åñëè −∞ < x ≤ 1,
1
x , åñëè x ≥ 1.

Ðåøåíèå. Òàê êàê ôóíêöèÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà êàæäîé èç

äâóõ ñìåæíûõ ïîëóïðÿìûõ (−∞, 1] è [1,+∞), òî, â ñèëó óòâåðæäå-

íèÿ âûøå, îíà áóäåò ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà è íà èõ îáúåäèíåíèè �

âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé. �

Çàìå÷àíèå 3. Óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ïåðåêðûâàþ-
ùèõñÿ ñåãìåíòîâ (èíòåðâàëîâ, ïîëóèíòåðâàëîâ), ò. å. èìåþùèõ
áîëåå îäíîé îáùåé òî÷êè.

Ïðèìåð 32. Íàïðèìåð, ïóñòü a < b < c < d , ôóíêöèÿ f(x) îïðå-

äåëåíà íà ñåãìåíòå [a, d] è ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà êàæäîì èç ïå-

ðåñåêàþùèõñÿ ñåãìåíòîâ [a, c] è [b, d]. Òîãäà f(x) ðàâíîìåðíî íåïðå-

ðûâíà íà èõ îáúåäèíåíèè. �

Çàìå÷àíèå 4. Äëÿ îáúåäèíåíèÿ äâóõ èíòåðâàëîâ àíàëîãè÷-
íîå óòâåðæäåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå èìååò ìåñòà.

Ïðèìåð 33. Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) =
| sinx|
x

ðàâíîìåðíî

íåïðåðûâíà íà êàæäîì èç äâóõ ñìåæíûõ èíòåðâàëîâ (−1, 0) è (0, 1),
íî ïðè ýòîì íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà èõ îáúåäèíå-
íèè.

Ðåøåíèå. Äåéñòâèòåëüíî, íà êàæäîì èç óêàçàííûõ èíòåðâàëîâ

ôóíêöèþ ìîæíî äîîïðåäåëèòü äî íåïðåðûâíîé íà ñåãìåíòû [−1, 0]

è [0, 1] ñîîòâåòñòâåííî. Íî òîãäà ïî óòâåðæäåíèþ èç ï. 5 ôóíêöèÿ

ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà êàæäîì èç ýòèõ èíòåðâàëîâ. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, ïîñêîëüêó lim
x→+0

(| sinx|/x) = 1, à lim
x→−0

(| sinx|/x) = −1, òî

âçÿâ ε = 1 è ëþáîå δ > 0, ìîæíî âûáðàòü òî÷êè x′, x′′, ëåæàùèå ïî

ðàçíûå ñòîðîíû îò íóëÿ òàê, ÷òî |x′′ − x′| < δ, à ðàçíîñòü çíà÷åíèé

ôóíêöèè â ýòèõ òî÷êàõ áóäåò ñêîëü óãîäíî áëèçêî ê 2, è, ñëåäîâà-

òåëüíî, áîëüøå ε = 1. Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) íå ÿâëÿåòñÿ

ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà îáúåäèíåíèè ýòèõ èíòåðâàëîâ. �
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5.7 Î ñîõðàíåíèè ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè íà
ñåãìåíòå ïðè îòáðàñûâàíèè êîíå÷íîãî (ñ÷¼ò-
íîãî) ÷èñëà òî÷åê

Ïðè ðàçìûøëåíèÿõ íà òåìó î ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè âîç-
íèêàåò âîïðîñ: îáÿçàòåëüíî ëè ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíàÿ ôóíê-
öèÿ äîëæíà áûòü îïðåäåëåíà íà ñïëîøíîì ïðîìåæóòêå â âèäå
èíòåðâàëà, ñåãìåíòà è ïðî÷., èëè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ìîæåò
áûòü ¾íå ñïëîøíîé¿? Îòâåò íà ýòî äà¼ò ñëåäóþùåå óòâåðæäå-
íèå.

Ò5 (î ñîõðàíåíèè ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè íà ñåãìåíòå
ïðè îòáðàñûâàíèè êîíå÷íîãî (ñ÷¼òíîãî) ÷èñëà òî÷åê). Ïóñòü
ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà ñåãìåíòå [a, b]. Ðàññìîòðèì ôóíê-
öèþ g(x), ñîâïàäàþùóþ ñ f(x) âñþäó íà [a, b], çà èñêëþ÷åíèåì
êîíå÷íîãî (ñ÷¼òíîãî) ìíîæåñòâà òî÷åê X = {x1, x2, ...} ∈ [a, b],
â êîòîðûõ îíà íå îïðåäåëåíà. Î÷åâèäíî, ÷òî ãðàôèê g(x) îò-
ëè÷àåòñÿ îò ãðàôèêà f(x) òåì, ÷òî íà í¼ì âûêîëîòû òî÷êè ñ
êîîðäèíàòàìè (x; f(x)), x ∈ X. Òîãäà ôóíêöèÿ g(x) ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå [a, b]\X.

Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ îñíîâàíà íà òîì, ÷òî ïîñëå

îòáðàñûâàíèÿ èç ñåãìåíòà êîíå÷íîãî èëè ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà òî-

÷åê îñòàâøååñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê ïî-ïðåæíåìó áóäåò âñþäó ïëîòíûì,

è äëÿ ôóíêöèè g(x) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ îïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíîé

íåïðåðûâíîñòè ñ òåì æå âûáîðîì δ(ε), ÷òî è äëÿ ôóíêöèè f(x).

Òàêèì îáðàçîì, âàæíî, ÷òîáû ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, áûëî âñþäó ïëîòíûì. È
ëþáîé ïðîìåæóòîê ýòèì ñâîéñòâîì, êîíå÷íî, îáëàäàåò.

Ïðèìåð 34. Ôóíêöèÿ f(x) = tg x ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ñåã-

ìåíòå [−1, 1]. Îòáðîñèì èç ýòîãî ñåãìåíòà òî÷êè x ∈ {0,±1,± 1
2 ,

± 1
3 , ..., ±

1
n , ...}, n ∈ N (áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ íå îïðåäåëåíà

â ýòèõ òî÷êàõ). Òàêèõ òî÷åê ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî (ýòî ìíîæåñòâî íó-

ëåâîé ìåðû). Íà îñòàâøåìñÿ ìíîæåñòâå ôóíêöèÿ ïî-ïðåæíåìó áóäåò

ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé. �
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5.8 Î ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè ñ
îãðàíè÷åííîé ïðîèçâîäíîé

Ò6 (î ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè ñ îãðàíè÷åííîé

ïðîèçâîäíîé). Åñëè ôóíêöèÿ f(x) èìååò â êîíå÷íîì èëè áåñ-
êîíå÷íîì èíòåðâàëå (a, b) îãðàíè÷åííóþ ïðîèçâîäíóþ, òî îíà
ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà (a, b).

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî åñëè äèôôåðåíöèðóåìàÿ
ôóíêöèÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà, òî å¼ ïðîèçâîäíàÿ îáÿçà-
òåëüíî îãðàíè÷åíà � íåâåðíî.

Ïðèìåð 35. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ïðèâåñòè ôóêíêöèþ

y = 3
√
x, x ∈ [−1, 1]. Ôóíêöèÿ ïî òåîðåìå Êàíòîðà ðàâíîìåðíî íåïðå-

ðûâíà íà óêàçàííîì îòðåçêå, îäíàêî â òî÷êå x = 0 èìååò áåñêîíå÷-

íóþ ïðîèçâîäíóþ. �

Óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è â ñëó÷àå ïîëóèíòåðâàëîâ: åñëè
ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà êîíå÷íîì èëè áåñêîíå÷íîì ïîëó-
èíòåðâàëå [a, b), ïðè÷¼ì íà èíòåðâàëå (a, b) èìååò îãðàíè÷åí-
íóþ ïðîèçâîäíóþ, òî îíà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà [a, b).

Äåéñòâèòåëüíî, âçÿâ äâà ïðîèçâîëüíûõ ÷èñëà c1, c2 òàêèå, ÷òî

a < c1 < c2 < b, ïîëó÷èì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà, à çíà-

÷èò, ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà, íà ñåãìåíòå [a, c2], à òàêæå ðàâíîìåð-

íî íåïðåðûâíà (â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè ïðîèçâîäíîé) íà èíòåðâàëå

(c1, b). Íî òîãäà â ñèëó óòâåðæäåíèÿ èç ï. 6 ôóíêöèÿ áóäåò ðàâíî-

ìåðíî íåïðåðûâíà íà îáúåäèíåíèè ýòèõ ïåðåêðûâàþùèõñÿ ïðîìå-

æóòêîâ.

Ïðèìåð 36. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = arcctg x + 20 ðàâíî-
ìåðíî íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå R.

Ðåøåíèå. Äåéñòâèòåëüíî, ïðîèçâîäíàÿ ýòîé ôóíêöèè

(arcctg x+ 20)′ = − 1

1 + x2

îãðàíè÷åíà:
∣∣∣− 1

1+x2

∣∣∣ ≤ 1, ∀x ∈ R, ïîýòîìó ôóíêöèÿ ðàâíîìåðíî

íåïðåðûâíà íà R. �

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà è íåïðå-
ðûâíà íà ïðîìåæóòêå [a,+∞), è å¼ ãðàôèê èìååò íàêëîííóþ
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àñè́ìïòîòó ïðè x → +∞. Òîãäà f(x) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà
íà óêàçàííîì ïðîìåæóòêå.1

Ïðèìåð 37. Èññëåäîâàòü íà ðàâíîìåðíóþ íåïðåðûâíîñòü ôóíê-
öèþ

f(x) = 2x− 1 +
1

x+ 1
, x ∈ [1,+∞).

Ðåøåíèå. Òàê êàê α(x) = 1/(x + 1) → 0 ïðè x → +∞, òî ó ãðà-

ôèêà íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ñóùåñòâóåò íàêëîííàÿ àñèìïòîòà ïðè

x → +∞: y = 2x − 1. Ïîýòîìó, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ âûøå, ôóíê-

öèÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà ïðè x ∈ [1,+∞). �

Ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü ë�èïøèöåâûõ ôóíêöèé.
Åñëè äëÿ ëþáûõ òî÷åê x′, x′′ ∈ [a, b] ïðèðàùåíèå ôóíêöèè óäî-
âëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

|f(x′′)− f(x′)| ≤ L · |x′′ − x′|α,

ãäå 0 < α ≤ 1, L � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, íàçûâàåìàÿ êîí-
ñòàíòîé Ë�èïøèöà, òî ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïîðÿäêà α íà îòðåçêå [a, b], è ïèøóò
f(x) ∈ Lipα. Óñëîâèå Ëèïøèöà îçíà÷àåò îãðàíè÷åíèå íà ïîâå-
äåíèå ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè.2

Ïðèìåð 38. Ïðèìåð ëèïøèöåâîé ôóíêöèè: f(x) = arctg x. Â ñà-
ìîì äåëå, ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ëàãðàíæà ìû äîêàçûâàëè íåðàâåí-
ñòâî

| arctg x− arctg y| 6 |x− y| (x, y ∈ R),

êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî äàííàÿ ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèï-

øèöà ñ êîíñòàíòîé Ëèïøèöà L = 1, α = 1. �

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1Ñóùåñòâîâàíèå ó ãðàôèêà ôóíêöèè y = f(x) íàêëîííîé àñè́ìïòîòû
ïðè x → +∞ îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèþ f(x) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
f(x) = kx+ b+ α(x), ãäå k, b � ÷èñëà, α(x)→ 0 ïðè x→ +∞.

2Óñëîâèå Ëèïøèöà âïåðâûå ðàññìîòðåë â 1864 ãîäó íåìåöêèé ìàòåìà-
òèê Ðóäîëüô Ëèïøèö (R. Lipschitz; 1832 � 1903, ïðîôåññîð Áðåñëàâëü-
ñêîãî è Áîííñêîãî óíèâåðñèòåòîâ) â êà÷åñòâå äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ äëÿ
ñõîäèìîñòè ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè f(x). Èíîãäà, èñòîðè÷åñêè íåïðàâèëüíî,
ñâÿçûâàþò ñ èìåíåì Ëèïøèöà òîëüêî íàèáîëåå âàæíûé ñëó÷àé óñëîâèÿ
Ëèïøèöà ñ α = 1, à â ñëó÷àå α < 1 ãîâîðÿò îá óñëîâèè Ã¼ëüäåðà.
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1) Êàæäàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðè êàêîì-ëèáî
α ∈ (0, 1] óñëîâèþ Ëèïøèöà íà îòðåçêå [a, b], ðàâíîìåðíî íåïðå-
ðûâíà íà [a, b].

2) Ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ íà [a, b] îãðàíè÷åííóþ ïðîèçâîäíóþ,
óäîâëåòâîðÿåò íà [a, b] óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ ëþáûì α ∈ (0, 1].

3) Òåîðåìà Ðàäåìàõåðà: ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëî-
âèþ Ëèïøèöà íà ìíîæåñòâå Ω ∈ R, äèôôåðåíöèðóåìà íà í¼ì
ïî÷òè âñþäó (ò. å. âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, íåêîòî-
ðîãî ìíîæåñòâà ìåðû íóëü).

4) Åñëè äâå ôóíêöèè f(x), g(x) óäîâëåòâîðÿò óñëîâèþ Ëèï-
øèöà è c � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, òî ôóíêöèè cf(x), f(x)±g(x),

f(g(x)), f(x)g(x),
1

f(x)
(f(x) 6= 0) òàêæå ÿâëÿþòñÿ ëèïøèöåâû-

ìè.

Ôóíêöèÿ ìîæåò íå âî âñåõ òî÷êàõ èìåòü ïðîèçâîäíóþ, íî
ïðè ýòîì óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ Ëèïøèöà è, ñëåäîâàòåëüíî,
áûòü ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé. Òàêèì îáðàçîì, ëèïøèöåâû
ôóíêöèè îáðàçóþò åù¼ îäèí êëàññ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé.

5.9 Î ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè íåïðåðûâíîé
ôóíêöèè, èìåþùåé êîíå÷íûé ïðåäåë íà áåñ-
êîíå÷íîñòè

Ðàññìîòðèì åù¼ îäèí êëàññ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûõ ôóíê-
öèé.

Ò7 (î ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè íåïðåðûâíîé ôóíêöèè,

èìåþùåé êîíå÷íûé ïðåäåë íà áåñêîíå÷íîñòè). Åñëè ôóíêöèÿ
f(x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà ïðè x ∈ [a,+∞) è ñóùåñòâóåò
êîíå÷íûé ïðåäåë lim

x→+∞
f(x), òî f(x) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà

íà ïðîìåæóòêå [a,+∞).

Ïðèìåð 39. Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = e−2x ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå x ∈ [0,+∞).

Ðåøåíèå. Â ñàìîì äåëå, ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà [0,+∞), ïðè÷¼ì

lim
x→+∞

e−2x = 0, ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ôóíêöèÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà
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íà [0,+∞). �

5.10 Î ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè îãðàíè÷åí-
íîé ìîíîòîííîé íåïðåðûâíîé íà èíòåðâàëå
ôóíêöèè

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðàâíîìåðíîé
íåïðåðûâíîñòè.

Ò8 (î ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè îãðàíè÷åííîé ìîíîòîí-

íîé íåïðåðûâíîé íà èíòåðâàëå ôóíêöèè). Îãðàíè÷åííàÿ ìîíî-
òîííàÿ ôóíêöèÿ f(x), íåïðåðûâíàÿ íà êîíå÷íîì èëè áåñêîíå÷-
íîì èíòåðâàëå, ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ýòîì èíòåðâàëå.

Ïðèìåð 40. Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèè f(x) = arccosx è g(x) =
arctg x ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûìè, ñîîòâåòñòâåííî, íà èí-
òåðâàëàõ (−1; 1), (−∞; +∞).

Ðåøåíèå. Îáå ôóíêöèè îãðàíè÷åíû, ìîíîòîííû è íåïðåðûâíû íà

ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåðâàëàõ, à ïîýòîìó ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíû íà

íèõ. �

Çàìå÷àíèå. Íåïðåðûâíàÿ ìîíîòîííàÿ è îãðàíè÷åííàÿ íà ïî-
ëóáåñêîíå÷íîì ïðîìåæóòêå ôóíêöèÿ f(x) òàêæå ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíà íà ýòîì ïðîìåæóòêå.

5.11 Îá àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèÿõ íàä ðàâíî-
ìåðíî íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè

Ò9 (îá àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèÿõ íàä ðàâíîìåðíî íåïðåðûâ-

íûìè ôóíêöèÿìè). Ñóììà è ïðîèçâåäåíèå îãðàíè÷åííîãî ÷èñ-
ëà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûõ íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå (a, b)
ôóíêöèé ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíû íà (a, b).

Åñëè æå (a, b) � áåñêîíå÷íûé èíòåðâàë, òî äëÿ ñóììû ðàâ-
íîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü áóäåò, â òî âðåìÿ êàê ïðîèçâåäåíèå
ìîæåò, âîîáùå ãîâîðÿ, îêàçàòüñÿ íå ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûì.

Ïðèìåð 41. Ôóíêöèè f(x) = g(x) = x ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìåðíî

íåïðåðûâíûìè íà R, à èõ ïðîèçâåäåíèå f(x) · g(x) = x2 � íåò. �

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü ôóíêöèè f(x) è g(x) îïðåäåëåíû íà ìíî-
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æåñòâå X, ïðè÷¼ì f(x) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà X, à g(x) �
íåò. Òîãäà ñóììà f(x)+g(x) íå áóäåò ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé
íà äàííîì ìíîæåñòâå.

Ïðèìåð 42. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = x + lnx ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå x ∈ [1,+∞), à ôóíêöèÿ g(x) = x2 + lnx íå
ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà ýòîì ìíîæåñòâå.

Ðåøåíèå. Òàê êàê êàæäàÿ èç ôóíêöèé x è lnx â îòäåëüíîñòè ðàâ-

íîìåðíî íåïðåðûâíà íà óêàçàííîì ïðîìåæóòêå (â ñèëó îãðàíè÷åí-

íîñòè ïðîèçâîäíûõ), òî èõ ñóììà f(x) = x+ lnx òàêæå ðàâíîìåðíî

íåïðåðûâíà íà x ∈ [1,+∞). Ôóíêöèÿ x2 íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî

íåïðåðûâíîé íà [1,+∞), ïîýòîìó ñóììà g(x) = x2 + lnx ðàâíîìåðíî

íåïðåðûâíîé íå áóäåò. �

5.12 Îá îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè, ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíîé íà îãðàíè÷åííîì ïðîìåæóòêå

Ò10 (íåîáõîäèìîå óñëîâèå ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè). Ðàâ-
íîìåðíî íåïðåðûâíàÿ íà îãðàíè÷åííîì ïðîìåæóòêå ôóíêöèÿ
îãðàíè÷åíà íà ýòîì ïðîìåæóòêå.

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî, íàïðèìåð
ôóíêöèÿ y = sin 1

x îãðàíè÷åíà, íî íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíîé íà èíòåðâàëå (0, 1).

Çàìå÷àíèå 1. Ôóíêöèÿ, ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíàÿ íà íåîãðà-
íè÷åííîì ïðîìåæóòêå, ìîæåò áûòü íåîãðàíè÷åííîé íà ýòîì
ïðîìåæóòêå. Íàïðèìåð, y = x, x ∈ R.

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà, íî íå îãðàíè-
÷åíà â ëþáîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, òî îíà íå ÿâëÿ-
åòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íè â êàêîé ïðîêîëîòîé îêðåñò-
íîñòè ýòîé òî÷êè.

Ïðèìåð 43. Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = ctg x íå ÿâëÿåòñÿ ðàâ-
íîìåðíî íåïðåðûâíîé íà (0, π).

Äåéñòâèòåëüíî, ýòà ôóíêöèÿ íå îãðàíè÷åíà â ëþáûõ ïðîêîëîòûõ

îêðåñòíîñòÿõ ãðàíè÷íûõ òî÷åê èíòåðâàëà, à çíà÷èò, ôóíêöèÿ íå ìî-

æåò áûòü ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà ýòîì èíòåðâàëå. �
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5.13 Î ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè íåïðåðûâíîé
ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè

Â ñëåäóþùåì äîñòàòî÷íîì óñëîâèè ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíî-
ñòè ðå÷ü èä¼ò î ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ.

Ò11 (î ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè íåïðåðûâíîé ïåðèîäè-

÷åñêîé ôóíêöèè). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà âñåé ÷èñ-
ëîâîé ïðÿìîé è ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì T . Òîãäà ôóíêöèÿ f(x)
ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ýòîé ïðÿìîé.

Ïðèìåð 44. Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = 4 sin(11x− 1) + 2 ðàâ-
íîìåðíî íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå x ∈ R.

Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ f(x) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà R è ïåðèîäè÷å-

ñêîé ñ ïåðèîäîì T = 2π
11 , à çíà÷èò, ñîãëàñíî äàííîìó óòâåðæäåíèþ,

îíà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ýòîì ìíîæåñòâå. �
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5.14 Çàäà÷è

�84. [6, � 787] Ñôîðìóëèðîâàòü â ïîëîæèòåëüíîì ñìûñëå íà
ÿçûêå ¾ε−δ¿ óòâåðæäåíèå: ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà íåêî-
òîðîì ìíîæåñòâå (èíòåðâàëå, ñåãìåíòå è ò. ï.), íî íå ÿâëÿåòñÿ
ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà ýòîì ìíîæåñòâå.

Ðåøèòü çàäà÷è íà äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìûõ è (èëè)

äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè:

�85. Äîêàçàòü òåîðåìó Êàíòîðà (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðàâ-
íîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè íà ñåãìåíòå).

�86. [6, � 806.2] Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèþ
f(x), îïðåäåë¼ííóþ è íåïðåðûâíóþ íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå
(a, b), ìîæíî áûëî ïðîäîëæèòü íåïðåðûâíûì îáðàçîì íà ñåã-
ìåíò [a, b], íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ôóíêöèÿ f(x) áûëà
ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå (a, b).

�87. [6, � 801.2] Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(x) ðàâíî-
ìåðíî íåïðåðûâíà íà êàæäîì èç äâóõ ñìåæíûõ ñåãìåíòîâ [a, b]
è [b, c] (a < b < c), òî îíà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà èõ îáú-
åäèíåíèè [a, c].

�88. [6, � 791] Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(x) îïðåäå-
ëåíà è íåïðåðûâíà ïðè x ∈ [a,+∞) è ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé
ïðåäåë lim

x→+∞
f(x), òî f(x) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ïðîìå-

æóòêå [a,+∞).

�89. Äîêàçàòü, ÷òî îãðàíè÷åííàÿ ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ
f(x), íåïðåðûâíàÿ íà êîíå÷íîì èëè áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå,
ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ýòîì èíòåðâàëå.

�90. [6, � 804] Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà è ïðîèçâåäåíèå îãðà-
íè÷åííîãî ÷èñëà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûõ íà êîíå÷íîì èíòåð-
âàëå (a, b) ôóíêöèé ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíû íà (a, b).

�91. Äîêàçàòü, ÷òî ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíàÿ íà îãðàíè÷åí-
íîì ïðîìåæóòêå ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà íà ýòîì ïðîìåæóòêå.

�92. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà, íî íå
îãðàíè÷åíà â ëþáîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 , òî îíà
íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íè â êàêîé ïðîêîëîòîé
îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè.
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�93. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà âñåé ÷èñëîâîé
ïðÿìîé è ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì T . Äîêàçàòü, ÷òî òîãäà ôóíê-
öèÿ f(x) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ýòîé ïðÿìîé.

Äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíî íåïðåðûâ-

íîé ôóíêöèè, ÷òî ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâ-

íîé íà çàäàííîì ïðîìåæóòêå:

�94. [6, � 802(à,â,ä)] Äëÿ çàäàííîãî ε > 0 íàéòè δ = δ(ε)
(êàêîå-íèáóäü), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ ðàâíîìåðíîé íåïðå-
ðûâíîñòè äëÿ ôóíêöèè f(x) íà äàííîì ïðîìåæóòêå, åñëè:

à) f(x) = 5x− 3, x ∈ R; á) f(x) = 1
x , 0, 1 < x < 1;

â) f(x) = 2 sinx− cosx, x ∈ R.

�95. y = x2, x ∈ (a, b);

�96. y = x3, x ∈ [a, b];

�97. y = ex, x ∈ (0, 1);

�98. y = 1
x , x ∈ [1,+∞);

�99. [6, � 792] y = x+ sinx, x ∈ R;
�100. [6, � 798] y = arctg x, x ∈ R.

Äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ îòðèöàíèå îïðåäåëåíèÿ ðàâíîìåðíî

íåïðåðûâíîé ôóíêöèè, ÷òî ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåð-

íî íåïðåðûâíîé íà çàäàííîì ïðîìåæóòêå:

�101. [6, � 788] Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ y = 1
x íåïðåðûâíà

â èíòåðâàëå (0, 1), íî íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà
ýòîì èíòåðâàëå.

�102. y = 1
x2 , x ∈ (0, 1];

�103. y = x2, x ∈ R;
�104. [6, � 795] y = lnx, x ∈ (0, 1];

�105. y = sin
1

x
, x ∈ (0, 1];

�106. [6, � 789] Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ y = sin
π

x
íåïðå-

ðûâíà è îãðàíè÷åíà â èíòåðâàëå (0, 1), íî íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíî-
ìåðíî íåïðåðûâíîé â ýòîì èíòåðâàëå.

�107. [6, � 800] y = x · sinx, x ∈ R;
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�108. [6, � 790] y = sin(x2), x ∈ R;
�109. y = cos(x3), x ∈ R;

Ïðèìåíèìà ëè òåîðåìà Êàíòîðà äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ðàâ-

íîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå:

�110. [6, � 794] f(x) =
x

4− x2
, x ∈ [−1, 1];

�111. f(x) =
x4 + 2x3 + 3x2 + 2x+ 2

x2 + x+ 1
, x ∈ [0, 100];

�112. f(x) = log2 x · log2
64
x ·

√
log3(27− 3x) · log3

9
27−3x ,

x ∈ [6, 82
3 ];

�113. f(x) = sgnx · (1− sgn2 x), x ∈ [−1, 1];

�114. f(x) =
1

[2x]
, x ∈ [1, 11

4 ];

�115. f(x) =
|x− 1| − |2x+ 1|
|x− 2| − |2x+ 2|

, x ∈ [−3, 2].

Äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ îãðàíè÷åííîñòü ïðîèçâîäíîé (èëè

íàëè÷èå íàêëîííîé àñèìïòîòû), ÷òî ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàâ-

íîìåðíî íåïðåðûâíîé íà çàäàííîì ïðîìåæóòêå:

�116. f(x) = sin(cosx), x ∈ R;
�117. f(x) = cos2 x, x ∈ (−∞, 100π);

�118. f(x) = 4
√
x, x ∈ [0,+∞);

�119. f(x) = x · arctg x, x ∈ R;

�120. f(x) =
x4

(1 + x)3
, x ∈ [0,+∞).

Äîêàçàòü ðàâíîìåðíóþ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè, èìåþ-

ùåé êîíå÷íûé ïðåäåë íà áåñêîíå÷íîñòè:

�121. f(x) = x · tg 1

x
, x ∈ [1,+∞);

�122. f(x) = (1 + x2)e−x
2
, x ∈ R.

Èññëåäîâàòü íà ðàâíîìåðíóþ íåïðåðûâíîñòü ïåðèîäè÷å-

ñêèå ôóíêöèè:

�123. f(x) = | sin 5x|, x ∈ R;
�124. f(x) = 2 sinx− cos 7x, x ∈ R;
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�125. y = arcsin(sinx), x ∈ R.

Èñïîëüçóÿ ðàçëè÷íûå ïðè¼ìû, èññëåäîâàòü íà ðàâíîìåð-

íóþ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèþ íà çàäàííîì ïðîìåæóòêå:

�126. Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) =
sinx

x
ðàâíîìåðíî

íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå x ∈ (−1, 0)
⋃

(0, 1).

�127. [6, � 801] Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ

f(x) =
| sinx|
x

ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà êàæäîì èíòåðâàëå

J1 = {x | −1 < x < 0} è J2 = {x | 0 < x < 1}

ïî-îòäåëüíîñòè, íî íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà èõ
îáúåäèíåíèè J1 ∪ J2 = {x | 0 < |x| < 1}.

�128. f(x) = x
2
3 · cos

1

x
√
x
, x ∈ (0,+∞);

�129. f(x) =

{
−x2 · ln(x4 + 1), −1 < x < 0;

arctg x, x ≥ 0;

�130. f(x) = x2

(
cos

1

x
− 1

)
, x ∈ (0,+∞).
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5.15 Îòâåòû è ðåøåíèÿ

84. 1) Ñôîðìóëèðóåì, ÷òî f(x) íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå X
(ò. å. íåïðåðûâíà â ëþáîé òî÷êå x0 ýòîãî ìíîæåñòâà). Ôóíêöèÿ
f(x) íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå X, åñëè îíà îïðåäåëåíà íà X è
∀ ε > 0 è ∀x0 ∈ X íàéä¼òñÿ ÷èñëî δ = δ(ε, x0) > 0 òàêîå, ÷òî
äëÿ ëþáîãî x ∈ X, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ |x − x0| < δ,
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |f(x)− f(x0)| < ε.

2) Ñôîðìóëèðóåì, ÷òî ïðè ýòîì f(x) íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåð-
íî íåïðåðûâíîé íà X: ∃ ε0 > 0: ∀ δ > 0 (ñêîëü óãîäíî ìàëîãî)
íàéäóòñÿ x′, x′′ ∈ X, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ |x′′ − x′| < δ,
äëÿ êîòîðûõ |f(x′′)−f(x′)| > ε0 (à ñëåäîâàòåëüíî, è äëÿ ëþáûõ
0 < ε < ε0).

85. Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(x) íåïðåðûâíà íà [a, b]. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé
íà ýòîì ñåãìåíòå. Òîãäà ∃ε > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî δ > 0
∃x′, x′′ ∈ [a, b], äëÿ êîòîðûõ |x′′ − x′| < δ, íî |f(x′′)− f(x′)| ≥ ε.
Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {δn} → 0, δn > 0.
Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ, äëÿ âûáðàííûõ δn ∃x′n, x′′n ∈ [a, b],
äëÿ êîòîðûõ |x′′n − x′n| < δn, íî |f(x′′n)− f(x′n)| ≥ ε.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x′n}, îíà îãðàíè÷åíà è ïî-
ýòîìó ïî òåîðåìå Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà èç íå¼ ìîæíî âû-
äåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x′nk}, ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîé
òî÷êå c ∈ [a, b]. Â ñèëó òîãî ÷òî |x′′n − x′n| < δn è {δn} → 0,
èìååì: {x′′nk} → c ïðè nk → +∞. Ïî óñëîâèþ f(x) íåïðåðûâíà
â òî÷êå c, ïîýòîìó f(x′nk)→ f(c), f(x′′nk)→ f(c) ïðè nk → +∞
è, çíà÷èò, lim

nk→+∞

∣∣f(x′′nk)− f(x′nk)
∣∣ = 0.

C äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó íåðàâåíñòâà |f(x′′n) − f(x′n)| ≥ ε
ïîëó÷àåì, ÷òî |f(x′′nk) − f(x′nk)| ≥ ε, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

lim
nk→+∞

∣∣f(x′′nk)− f(x′nk)
∣∣ ≥ ε > 0. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äî-

êàçûâàåò òåîðåìó.

86. 1) Äîñòàòî÷íîñòü (⇐). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) ðàâíîìåð-
íî íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå (a, b). Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà ýòó
ôóíêöèþ ìîæíî ïðîäîëæèòü íåïðåðûâíûì îáðàçîì íà ñåãìåíò
[a, b]. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïðåäåëû
A = lim

x→a+0
f(x) è B = lim

x→b−0
f(x). Òàê êàê f(x) � ðàâíîìåðíî
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íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå (a, b), òî ∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0: ∀x′, x′′, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ |x′′− x′| < δ, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
|f(x′′)− f(x′)| < ε. Äëÿ âñåõ x′, x′′ òàêèõ, ÷òî 0 < x′ − a < δ/2,
0 < x′′ − a < δ/2, èìååì:

|x′′−x′| = |(x′′−a)− (x′−a)| ≤ |x′′−a|+ |x′−a| < δ/2+δ/2 = δ,

ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ |f(x′′) − f(x′)| < ε. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî
êðèòåðèþ Êîøè ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ ôóíê-
öèè1 ïðè x→ +a ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë A = lim

x→a+0
f(x).

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîãî ïðåäåëà
B = lim

x→b−0
f(x).

2) Íåîáõîäèìîñòü (⇒) âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî åñëè ñóùå-
ñòâóþò êîíå÷íûå ïðåäåëû A = lim

x→a+0
f(x) è B = lim

x→b−0
f(x),

òî ïðèíèìàÿ èõ â êà÷åñòâå f(a) è f(b), ïîëó÷èì íåïðåðûâíóþ
ôóíêöèþ íà [a, b]. Òîãäà ïî òåîðåìå Êàíòîðà ýòà ôóíêöèÿ áóäåò
ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà [a, b], à çíà÷èò, è íà (a, b).

87. Âîçüì¼ì ëþáîå ε > 0. Ïîñêîëüêó f(x) ðàâíîìåðíî íåïðå-
ðûâíà íà ñåãìåíòå [a, b], òî ∃δ1(ε) > 0: ∀x′, x′′ ∈ [a, b], óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ íåðàâåíñòâó |x′′ − x′| < δ1, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
|f(x′′)− f(x′)| < ε/2. Àíàëîãè÷íî äëÿ âûáðàííîãî ε ∃δ2(ε) > 0:
∀x′, x′′ ∈ [b, c], óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó |x′′ − x′| < δ2,
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |f(x′′)− f(x′)| < ε/2.

Ïóñòü òåïåðü x′ ∈ [a, b], x′′ ∈ [b, c] è |x′′−x′| < δ = min(δ1, δ2).
Òîãäà b−x′ < δ ≤ δ1, x′′−b < δ ≤ δ2, ïîýòîìó |f(x′)−f(b)| < ε/2,
|f(x′′)− f(b)| < ε/2, à çíà÷èò,

|f(x′′)− f(x′)| = |(f(x′′)− f(b))− (f(x′)− f(b))| ≤

6 |f(x′′)− f(b)|+ |f(x′)− f(b)| < ε.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε ìû óêàçàëè òàêîå δ, ÷òî
åñëè x′, x′′ ∈ [a, c] è |x′′ − x′| < δ, òî |f(x′′) − f(x′)| < ε, ÷òî
îçíà÷àåò ðàâíîìåðíóþ íåïðåðûâíîñòü f(x) íà [a, c].

1Äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ f(x) ïðè x→ a èìåëà êîíå÷íûé ïðåäåë, íåîá-
õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0: êàê òîëüêî 0 < |x′ − a| < δ,
0 < |x′′ − a| < δ, òî âûïîëíÿåòñÿ |f(x′′)− f(x′)| < ε.
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Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî: òàê êàê ôóíêöèÿ f(x) ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíà íà êàæäîì èç ñåãìåíòîâ, òî îíà íåïðåðûâíà íà
êàæäîì èç íèõ, à çíà÷èò, íåïðåðûâíà íà èõ îáúåäèíåíèè. Íî
òîãäà ïî òåîðåìå Êàíòîðà ôóíêöèÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà
íà èõ îáúåäèíåíèè. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå äîêàæèòå ñàìîñòî-
ÿòåëüíî.

88. Äîêàçàòåëüñòâî 1. Èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ñîãëàñ-
íî êðèòåðèþ Êîøè ñëåäóåò, ÷òî ∀ε > 0 ∃ E(ε) > a:
|f(x′′) − f(x′)| < ε ∀x′, x′′ > E. Ôèêñèðóåì òàêîå ÷èñëî E.
Òàê êàê f(x) íåïðåðûâíà íà [a,E], òî â ñèëó òåîðåìû Êàí-
òîðà îíà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà [a,E], ò. å. äëÿ óêàçàííîãî
âûøå ε > 0 ∃δ(ε) > 0: íåðàâåíñòâî |f(x′′) − f(x′)| < ε âåðíî
∀x′, x′′ ∈ [a,E], êàê òîëüêî |x′′ − x′| < δ. Íî òàê êàê íåðàâåí-
ñòâî |f(x′′) − f(x′)| < ε âåðíî ∀x′, x′′ ≥ a, óäîâëåòâîðÿþùèõ
íåðàâåíñòâó |x′′ − x′| < δ, òî f(x) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà
[a,+∞).

Äîêàçàòåëüñòâî 2. Çàäàäèì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Èç ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ïðåäåëà A = lim

x→+∞
f(x) ñëåäóåò, ÷òî ∀ε ∃E(ε) > a

òàêîå, ÷òî ∀x ≥ E âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |f(x) − A| < ε/4.
Ïîýòîìó äëÿ ëþáûõ x′, x′′ ≥ E âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|f(x′′)− f(x′)| = |(f(x′′)−A) + (A− f(x′))| ≤

6 |f(x′′)−A|+ |f(x′)−A| < ε

2
.

Íà îòðåçêå [a;E] íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f(x) ÿâëÿåòñÿ ðàâíî-
ìåðíî íåïðåðûâíîé ñîãëàñíî òåîðåìå Êàíòîðà. Ïîýòîìó äëÿ
çàäàííîãî ε íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî |f(x′′) − f(x′)| < ε/2,
åñëè x′, x′′ ∈ [a,E] è |x′′ − x′| < δ.

Ïóñòü òåïåðü E − x′ < δ, x′′ − E < δ è, ñëåäîâàòåëüíî,

|f(x′′)− f(x′)| ≤ |f(x′′)− f(E)|+ |f(x′)− f(E)| < ε

2
+
ε

2
= ε.

Ïîëó÷èëè, ÷òî ∀x′, x′′ ∈ [a,+∞), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
|x′′−x′| < δ, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |f(x′′)− f(x′)| < ε, à ýòî è
îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé
íà [a,+∞).
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89. Äîêàæåì ñíà÷àëà ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ íà êî-
íå÷íîì èíòåðâàëå. Â ñèëó ìîíîòîííîñòè è îãðàíè÷åííîñòè
ôóíêöèè ó íå¼ ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïðåäåëû â ãðàíè÷íûõ
òî÷êàõ èíòåðâàëà lim

x→a+0
f(x) è lim

x→b−0
f(x). Íî òîãäà íåïðåðûâ-

íóþ ôóíêöèþ f(x) ìîæíî äîîïðåäåëèòü äî íåïðåðûâíîé íà
îòðåçîê [a, b].

Â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî èíòåðâàëà (−∞,+∞) àíàëîãè÷íî ó
ìîíîòîííîé íåïðåðûâíîé è îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè f(x) ñóùå-
ñòâóþò êîíå÷íûå ïðåäåëû lim

x→−∞
f(x) è lim

x→+∞
f(x). Â ñèëó ñî-

îòâåòñòâóþùåãî óòâåðæäåíèÿ âûøå ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàâíî-
ìåðíî íåïðåðûâíîé.

90. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé äâóõ ðàâíîìåðíî íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé f(x) è g(x). Äîêàæåì ðàâíîìåðíóþ íåïðå-
ðûâíîñòü èõ ñóììû. Ïî óñëîâèþ ∀ε > 0 ∃δ1(ε) > 0 :
|f(x′′) − f(x′)| < ε/2 êàê òîëüêî |x′′ − x′| < δ1, ∀x′, x′′ ∈ (a, b),
è ∃δ2(ε) > 0 : |g(x′′) − g(x′)| < ε/2 êàê òîëüêî |x′′ − x′| < δ2,
∀x′, x′′ ∈ (a, b). Âûáåðåì δ = min(δ1, δ2), òîãäà ðàâíîìåðíàÿ
íåïðåðûâíîñòü ñóììû ôóíêöèé ñëåäóåò èç öåïî÷êè íåðàâåíñòâ

|(f(x′′)+g(x′′))−(f(x′)+g(x′))| ≤ |f(x′′)−f(x′)|+|g(x′′)−g(x′)| <

<
ε

2
+
ε

2
= ε,

âåðíûõ ∀x′, x′′ ∈ (a, b) òàêèõ, ÷òî |x′′ − x′| < δ, à ðàâíîìåðíàÿ
íåïðåðûâíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ � èç íåðàâåíñòâ

|f(x′′)g(x′′)− f(x′)g(x′)| =

= |f(x′′)g(x′′)− f(x′)g(x′′) + f(x′)g(x′′)− f(x′)g(x′)| =

= |g(x′′)(f(x′′)− f(x′)) + f(x′)(g(x′′)− g(x′))| ≤

6 |g(x′′)||f(x′′)− f(x′)|+ |f(x′)||g(x′′)− g(x′)| < L1
ε

2
+ L2

ε

2
,

âûïîëíÿåìûõ ∀x′, x′′ ∈ (a, b) òàêèõ, ÷òî |x′′ − x′| < δ. Çäåñü
L1 = max

a≤x≤b
f(x), L2 = max

a≤x≤b
g(x) � îíè ñóùåñòâóþò ïî 2-é òåî-

ðåìå Âåéåðøòðàññà, òàê êàê ôóíêöèè ìîæíî äîîïðåäåëèòü äî
íåïðåðûâíûõ íà [a, b].
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91. Â ñëó÷àå ñåãìåíòà îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè ñëåäóåò
íåïîñðåäñòâåííî èç íåïðåðûâíîñòè ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé
ôóíêöèè è 1-é òåîðåìû Âåéåðøòðàññà. Ïóñòü òåïåðü ôóíêöèÿ
f(x) ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà èíòåðâàëå (a, b). Òî-
ãäà å¼ ìîæíî äîîïðåäåëèòü äî íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå [a, b].
Â ðåçóëüòàòå, ïî 1-é òåîðåìå Âåéåðøòðàññà, äîîïðåäåë¼ííàÿ
ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà íà îòðåçêå [a, b], à çíà÷èò, è íà èíòåðâàëå
(a, b), â ñèëó ÷åãî ôóíêöèÿ f(x) òàêæå îãðàíè÷åíà íà (a, b).

92. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïðîêîëîòóþ
îêðåñòíîñòü òî÷êè x0 (îáîçíà÷èì å¼ U̇) è âîçüì¼ì ε = 1. Ïóñòü
δ > 0 � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, ñòîëü ìàëîå, ÷òî ïðîêîëîòàÿ δ/2-
îêðåñòíîñòü òî÷êè x0 (îáîçíà÷èì å¼ U̇δ/2) ñîäåðæèòñÿ â U̇ .
Î÷åâèäíî, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè èç
δ/2 ìåíüøå δ. Âûáåðåì êàêóþ-íèáóäü òî÷êó x′ èç U̇δ/2. Â ñèëó

íåîãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè f(x) â U̇δ/2 íàéä¼òñÿ òî÷êà x′′ òà-
êàÿ, ÷òî |f(x′′)| > |f(x′)| + 1. Òàêèì îáðàçîì, |x′′ − x′| < δ, íî
ïðè ýòîì |f(x′′)− f(x′)| ≥ |f(x′′)| − |f(x′)| > 1 = ε, ÷òî è îçíà-
÷àåò îòñóòñòâèå ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f(x) â
ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè U̇ .

93. Ïî óñëîâèþ f(x) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà âñåé ÷èñ-
ëîâîé ïðÿìîé. Ðàññìîòðèì îòðåçîê [0, 2T ]. Ïî òåîðåìå Êàí-
òîðà ôóíêöèÿ f(x) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ýòîì îòðåç-
êå, ò. å. ∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 : ∀x′, x′′ ∈ [0, 2T ] èç íåðàâåíñòâà
|x′′ − x′| < δ ñëåäóåò íåðàâåíñòâî |f(x′′) − f(x′)| < ε. Âîçüì¼ì
òåïåðü äâå ïðîèçâîëüíûå òî÷êè x′, x′′ ∈ R, ñâÿçàííûå ñîîòíî-
øåíèåì |x′′ − x′| < δ.

Âîçìîæíû äâà âàðèàíòà.

1) Òî÷êè x′, x′′ ëåæàò â ïðåäåëàõ îäíîãî îòðåçêà âèäà
[kT, (k + 1)T ], k ∈ Z.

2) Òî÷êè x′, x′′ ëåæàò íà ñîñåäíèõ îòðåçêàõ: x′ ∈ [kT,
(k + 1)T ], x′′ ∈ [(k + 1)T , (k + 2)T ], k ∈ Z. Êàê â ïåðâîì,
òàê è âî âòîðîì ñëó÷àå x′ − kT , x′′ − kT ∈ [0, 2T ], è ïðè
ýòîì |(x′ − kT ) − (x′′ − kT )| < δ, ïîýòîìó |f(x′′) − f(x′)| =
|f(x′′ − kT ) − f(x′ − kT )| < ε, à ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ
f(x) ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿ-
ìîé.

102



94. à) Èìååì |f(x′′)− f(x′)| = 5|x′′− x′| < ε, åñëè |x′′− x′| <
δ = ε

5 ;

á) Èìååì

|f(x′′)− f(x′)| =
∣∣∣∣ 1

x′
− 1

x′′

∣∣∣∣ =
|x′ − x′′|
|x′x′′|

< 100 · |x′ − x′′| < ε,

åñëè |x′′ − x′| < δ = ε
100 ;

â) Èìååì

|f(x′′)− f(x′)| = |2(sinx′ − sinx′′)− (cosx′ − cosx′′)| 6

6 4 ·
∣∣∣∣sin x′ − x′′2

· cos
x′ + x′′

2

∣∣∣∣+ 2 ·
∣∣∣∣sin x′ − x′′2

· sin x
′ + x′′

2

∣∣∣∣ 6
6 6 ·

∣∣∣∣sin x′ − x′′2

∣∣∣∣ 6 3|x′ − x′′| < ε,

åñëè |x′′ − x′| < δ = ε
3 .

95. Ðàññìîòðèì

|f(x′′)−f(x′)| = |x′′2−x′2| = |(x′′+x′)(x′′−x′)| = |x′′+x′||x′′−x′| ≤

≤ 2 max(|a|, |b|)|x′′ − x′|.

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è âîçüì¼ì â êà÷åñòâå δ ÷èñëî
ε

2 max(|a|, |b|)
, òîãäà èç ñïðàâåäëèâîñòè íåðàâåíñòâà |x′n−x′′n| <

δ, ∀x′, x′′ ∈ (a, b), áóäåò ñëåäîâàòü ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà
|f(x′′) − f(x′)| < ε, ÷òî îçíà÷àåò ðàâíîìåðíóþ íåïðåðûâíîñòü
ôóíêöèè íà äàííîì èíòåðâàëå.

96. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Òîãäà |f(x′′) − f(x′)| =
|x′3 − x′′3| = |x′ − x′′||x′2 + x′x′′ + x′′2| 6 (îáîçíà÷èì
C = max(|a|, |b|))6 |x′−x′′||x′2+|x′||x′′|+x′′2|6 |x′−x′′|·3C2 < ε.
Åñëè âçÿòü δ(ε) = ε

3C2 , òî îïðåäåëåíèå âûïîëíÿåòñÿ.

97. Âîçüì¼ì ëþáûå x′, x′′ ∈ (0, 1), òîãäà |f(x′) − f(x′′)| =
|ex′ − ex

′′ | = (ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà) = |f ′(ξ)||x′′ − x′| =
eξ|x′′ − x′| < eδ = ε, ãäå x′ < ξ < x′′. Òàêèì îáðàçîì, â êà-
÷åñòâå δ èç îïðåäåëåíèÿ ìîæíî âçÿòü ε/e.
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98. Âîçüì¼ì ëþáûå x′, x′′ ≥ 1, òîãäà

|f(x′)− f(x′′)| =
∣∣∣∣ 1

x′
− 1

x′′

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣x′′ − x′x′′x′

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣x′′ − x′1 · 1

∣∣∣∣ = |x′′ − x′|.

Äëÿ ïðîèçâîëüíî çàäàííîãî ε > 0 âûáåðåì δ ∈ (0, ε), òî-
ãäà èç íåðàâåíñòâà |x′′ − x′| < δ áóäåò ñëåäîâàòü íåðàâåíñòâî
|f(x′)− f(x′′)| < ε, ÷òî è îçíà÷àåò ðàâíîìåðíóþ íåïðåðûâíîñòü
ôóíêöèè.

99. Äëÿ ïðîèçâîëüíî çàäàííîãî ε > 0 èìååì: |f(x′)−f(x′′)| =

|x′−x′′+(sinx′−sinx′′)| 6 |x′−x′′|+2

∣∣∣∣sin x′ − x′′2
cos

x′ + x′′

2

∣∣∣∣ 6
6 |x′ − x′′|+ 2

∣∣∣∣sin x′ − x′′2

∣∣∣∣ 6 2|x′ − x′′| < ε

äëÿ âñåõ x′, x′′, óäîâëåòâîðÿþùèõ |x′′ − x′| < δ = ε
2 .

100. Òàê êàê ôóíêöèÿ íå÷¼òíàÿ, òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü å¼
ðàâíîìåðíóþ íåïðåðûâíîñòü íà ïîëóèíòåðâàëå [0,+∞). Ðàñ-
ñìîòðèì

| arctg x′ − arctg x′′| =

(â ñèëó òîæäåñòâà | arctg x′−arctg x′′| = arctg
x′ − x′′

1 + x′x′′
, âåðíîãî

ïðè x′x′′ > −1, à â äàííîì ñëó÷àå x′x′′ > 0, ïîëó÷àåì)

=

∣∣∣∣arctg
x′ − x′′

1 + x′x′′

∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣ x′ − x′′1 + x′x′′

∣∣∣∣ 6 |x′ − x′′| < ε

ïðè |x′ − x′′| < δ = ε.

101. 1) Äîêàæåì íåïðåðûâíîñòü f(x) â ëþáîé òî÷êå
x0 ∈ (0, 1). Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0, òîãäà∣∣∣∣1x − 1

x0

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣x0 − x
xx0

∣∣∣∣ 6
(òàê êàê |x−x0| < δ, òî −δ < x−x0 < δ ⇔ x0− δ < x < x0 + δ)

6
δ

min(x0 − δ, x0 + δ)x0
=

δ

(x0 − δ)x0
< ε,
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åñëè âçÿòü δ <
εx2

0

1 + εx0
.

2) Òàê êàê íà ïðîèçâîëüíîì [a, 1), ãäå a � ñêîëü óãîäíî ìàëîå
ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðå-
ðûâíîé (äîîïðåäåëÿåòñÿ äî íåïðåðûâíîé íà ñåãìåíò [a, 1]), òî
äåëàåì âûâîä, ÷òî íàðóøàòüñÿ ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü ìî-
æåò ëèøü â ïðàâîé îêðåñòíîñòè íóëÿ. Ïîýòîìó ïîäáåð¼ì äâå
÷èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñõîäÿùèåñÿ ê íóëþ, íàïðèìåð
x′n = 1

n , x
′′
n = 2

n . Çàìåòèì, ÷òî |x
′
n − x′′n| =

∣∣ 1
n −

2
n

∣∣ = 1
n → 0 ïðè

n → +∞ (ò. å. |x′n − x′′n| ìîæíî ñäåëàòü ìåíüøå ëþáîãî δ > 0,
äîñòàòî÷íî âçÿòü n > 1

δ ), îäíàêî

|f(x′n)− f(x′′n)| =
∣∣∣n− n

2

∣∣∣ =
n

2
>

1

2

ïðè ëþáûõ ñêîëü óãîäíî áîëüøèõ n. Èòàê, íàøëèñü x′n, x
′′
n è

íàøëîñü ε0 òàêèå, ÷òî |f(x′n) − f(x′′n)| îñòà¼òñÿ áîëüøå ε0 ïðè
ëþáûõ n. Â êà÷åñòâå òàêîãî ε0 ìîæíî âçÿòü ëþáîå 0 < ε0 <

1
2 .

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé
íà (0, 1).

102. Çàìåòèì, ÷òî íà ëþáîì îòðåçêå [a, 1], ãäå a � äîñòàòî÷íî
ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ôóíêöèÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà
â ñèëó òåîðåìû Êàíòîðà, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíîìåðíàÿ íåïðå-
ðûâíîñòü ìîæåò íàðóøàòüñÿ òîëüêî â ïðàâîé îêðåñòíîñòè òî÷-
êè 0. Ïîýòîìó âûáåðåì äâå áåñêîíå÷íî ìàëûå ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè x′n = 1/

√
n, x′′n = 1/

√
n+ 1. Òàê êàê |x′′n−x′n| → 0, òî ∀δ > 0

íàéä¼òñÿ íîìåð n0 ∈ N: ∀n ≥ n0 áóäåò âûïîëíåíî |x′′n−x′n| < δ.
Òîãäà |f(x′n)− f(x′′n)| = |n− (n+ 1)| = 1. Çíà÷èò, åñëè âûáðàòü
ε ∈ (0, 1), òî ∀δ > 0 íàéäóòñÿ òî÷êè x′n, x

′′
n ∈ (0, 1] òàêèå, ÷òî

|x′n − x′′n| < δ, íî |f(x′n)− f(x′′n)| ≥ ε.
103. Çàìåòèì, ÷òî íà ëþáîì ñêîëü óãîäíî áîëüøîì îòðåç-

êå [a, b] ôóíêöèÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà ïî òåîðåìå Êàíòî-
ðà. Ïîýòîìó íàðóøàòüñÿ ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü â äàí-
íîì ñëó÷àå ìîæåò ëèøü â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íî óäàë¼ííûõ
òî÷åê ±∞. Â ñèëó ÷åòíîñòè ôóíêöèè äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü
îêðåñòíîñòü òî÷êè +∞. Èòàê, ïîäáåðåì äâå ÷èñëîâûå ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè x′n =

√
n, x′′n =

√
n+ 1, ñòðåìÿùèåñÿ ïðè n→ +∞

ê +∞ òàêèå, ÷òî ðàçíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷ëåíîâ ñòðåìèòñÿ
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ê íóëþ:

|x′n − x′′n| =
∣∣√n−√n+ 1

∣∣ =

∣∣∣∣(√n−√n+ 1)(
√
n+
√
n+ 1)

√
n+
√
n+ 1

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣ −1
√
n+
√
n+ 1

∣∣∣∣→ 0.

Â òî æå âðåìÿ |f(x′n) − f(x′′n)| = |n − (n + 1)| = 1. Çíà÷èò,
åñëè â êà÷åñòâå ε âçÿòü ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ìåíüøåå
1, òî äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî ìàëîãî δ > 0 íàéäóòñÿ òî÷êè
x′n, x

′′
n ∈ (0, 1] òàêèå, ÷òî |x′n − x′′n| < δ, íî |f(x′n)− f(x′′n)| ≥ ε.

104. Çàìåòèì, ÷òî íà ëþáîì îòðåçêå [a, 1], ãäå a � äîñòàòî÷-
íî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ôóíêöèÿ ðàâíîìåðíî íåïðå-
ðûâíà â ñèëó òåîðåìû Êàíòîðà, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíîìåðíàÿ
íåïðåðûâíîñòü ìîæåò íàðóøàòüñÿ òîëüêî â ïðàâîé îêðåñò-
íîñòè òî÷êè 0. Âûáåðåì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x′n = e−n,
x′′n = e−n−1, ñõîäÿùèåñÿ ïðè n → +∞ ê ýòîé òî÷êå. Ïðè÷¼ì
òàê êàê |x′n − x′′n| =

∣∣e−n − e−n−1
∣∣ → 0, òî äëÿ ëþáîãî ñêîëü

óãîäíî ìàëîãî δ > 0 íàéä¼òñÿ íîìåð n0 òàêîé, ÷òî ∀n ≥ n0

áóäåò âûïîëíåíî |x′n − x′′n| < δ. Â òî æå âðåìÿ ìîäóëü ðàç-
íîñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè â òî÷êàõ ýòèõ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, îñòàâàÿñü ðàâíûì åäèíèöå:
|f(x′n) − f(x′′n)| = |n − (n + 1)| = 1. Çíà÷èò, åñëè â êà÷åñòâå ε
âçÿòü ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ìåíüøåå 1, òî äëÿ ëþáîãî
ñêîëü óãîäíî ìàëîãî δ > 0 íàéäóòñÿ òî÷êè x′n, x

′′
n ∈ (0, 1] òàêèå,

÷òî |x′n − x′′n| < δ, íî |f(x′n)− f(x′′n)| ≥ ε.
105. Ïîñêîëüêó íà ëþáîì îòðåçêå [a, 1] ⊂ (0, 1], ãäå a

� äîñòàòî÷íî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ôóíêöèÿ ðàâíî-
ìåðíî íåïðåðûâíà â ñèëó òåîðåìû Êàíòîðà, òî ðàâíîìåðíàÿ
íåïðåðûâíîñòü ìîæåò íàðóøàòüñÿ ëèøü â îêðåñòíîñòè òî÷êè

0. Ïîýòîìó âûáåðåì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x′n =
1

π
2 + 2πn

,

x′′n =
1

2πn
, ñõîäÿùèåñÿ ïðè n → +∞ ê ýòîé òî÷êå. Òàê êàê

|x′n − x′′n| =
∣∣∣∣ 1
π
2 + 2πn

− 1

2πn

∣∣∣∣→ 0, òî äëÿ ëþáîãî δ > 0 íàéä¼ò-

ñÿ íîìåð n0 òàêîé, ÷òî ∀n ≥ n0 áóäåò âûïîëíåíî |x′n − x′′n| < δ.
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Ïðè ýòîì |f(x′n)−f(x′′n)| = |1−0| = 1. Çíà÷èò, åñëè â êà÷åñòâå
ε âçÿòü ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ìåíüøåå 1, òî äëÿ ëþáîãî
ñêîëü óãîäíî ìàëîãî δ > 0 íàéäóòñÿ òî÷êè x′n, x

′′
n ∈ (0, 1] òàêèå,

÷òî |x′n − x′′n| < δ, íî |f(x′n)− f(x′′n)| ≥ ε.
106. Îãðàíè÷åííîñòü î÷åâèäíà, à íåïðåðûâíîñòü ñëåäóåò èç

òîãî, ÷òî π
x è ñèíóñ � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè ñâîèõ àðãóìåíòîâ.

Íà ïðàâîì êîíöå èíòåðâàëà ôóíêöèÿ èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë è
äîîïðåäåëÿåòñÿ èì äî íåïðåðûâíîé (è íà ëþáîì îòðåçêå âèäà
[a, 1], ãäå a � ñêîëü óãîäíî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ÿâëÿåò-
ñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé). À âîò íà ëåâîì êîíöå èíòåðâàëà
ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò. Îòñþäà äåëàåì âûâîä, ÷òî íàðóøàòüñÿ
ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü ìîæåò ëèøü â ïðàâîé ïîëóîêðåñò-
íîñòè òî÷êè x = 0. Ïîýòîìó ïîäáåð¼ì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
ñõîäÿùèåñÿ ê íóëþ ïðè n → +∞, èç ðàñ÷¼òà, ÷òîáû â òî÷êàõ
îäíîé èç íèõ ñèíóñ ïðèíèìàë çíà÷åíèå 0, à â òî÷êàõ äðóãîé, íà-
ïðèìåð, çíà÷åíèå 1. Èòàê, ïóñòü x′n = 1

n , x
′′
n = 2

2n+1 , ãäå n ∈ N,
òîãäà

|x′n − x′′n| =
∣∣∣∣ 1n − 2

2n+ 1

∣∣∣∣ =
1

n(2n+ 1)
→ 0

ïðè n → +∞, â òî âðåìÿ êàê |f(x′n) − f(x′′n)| = |0 − 1| = 1 > ε
äëÿ ëþáîãî ε ∈ (0, 1). Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ
ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé.

107. Òàê êàê íà ëþáîì ñêîëü óãîäíî áîëüøîì, íî êîíå÷-
íîì îòðåçêå ôóíêöèÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà ïî òåîðåìå Êàí-
òîðà, òî íàðóøàòüñÿ ðàâíîìåðíàÿ íåïåðûâíîñòü ìîæåò ëèøü
â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íî óäàë¼ííûõ òî÷åê ±∞. Âûáåðåì äâå
÷èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x′n = 2πn→ +∞, x′′n = 2πn+ 1

2πn
→ +∞, ïðè÷¼ì |x′n − x′′n| = 1/(2πn) → 0 ïðè n → +∞. Ïðè
äîñòàòî÷íî áîëüøîì n èìååì:

|f(x′′n)− f(x′n)| = |x′′ sinx′′ − x′ sinx′| =

=

∣∣∣∣(2πn+
1

2πn

)
sin

(
2πn+

1

2πn

)
− 2πn sin 2πn

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣2πn sin
1

2πn
+

1

2πn
sin

1

2πn

∣∣∣∣ = 2πn sin
1

2πn
+

1

2πn
sin

1

2πn
>
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>
sin 1

2πn
1

2πn

> 1
2 , òàê êàê lim

n→+∞

sin 1
2πn

1
2πn

= 1. Â êà÷åñòâå ε ìîæíî

âçÿòü ëþáîå ÷èñëî 0 < ε < 1
2 . Ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî

íåïðåðûâíîé.

108. Ïîñêîëüêó íà ëþáîì (ñêîëü óãîäíî áîëüøîì!) îòðåçêå
ôóíêöèÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà ïî òåîðåìå Êàíòîðà, òî íà-
ðóøàòüñÿ ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü ìîæåò ëèøü â îêðåñò-
íîñòè áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ òî÷åê ±∞. Ðàññìîòðèì îêðåñò-
íîñòü òî÷êè +∞ è ïîäáåðåì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé
àðãóìåíòà x′n =

√
2πn, x′′n =

√
π
2 + 2πn, ðàñõîäÿùèåñÿ ê +∞.

Ðàçíîñòü èõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷ëåíîâ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ:

|x′′n − x′n| =
∣∣∣∣√π

2
+ 2πn−

√
2πn

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣(
√

π
2 + 2πn−

√
2πn)(

√
π
2 + 2πn+

√
2πn)√

π
2 + 2πn+

√
2πn

∣∣∣∣∣ =∣∣∣∣∣ π/2√
π
2 + 2πn+

√
2πn

∣∣∣∣∣→ 0.

Â òî æå âðåìÿ | sin(x′′n)2−sin(x′n)2| = | sin(π2 +2πn)−sin 2πn| = 1.
Çíà÷èò, åñëè â êà÷åñòâå ε âçÿòü ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñ-
ëî, ìåíüøåå 1, òî ∀δ > 0 íàéäóòñÿ òî÷êè x′n, x

′′
n òàêèå, ÷òî

|x′n − x′′n| < δ, íî |f(x′n) − f(x′′n)| ≥ ε, à ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî
ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé.

109. Ïîñêîëüêó íà ïðîèçâîëüíî áîëüøîì ñåãìåíòå [a, b]
ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà è ïî òåîðåìå Êàíòîðà ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåð-
íî íåïðåðûâíîé, òî íàðóøàòüñÿ ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü
ìîæåò ëèøü â îêðåñòíîñòÿõ áåñêîíå÷íî óäàë¼ííûõ òî÷åê ±∞.
Âûáåðåì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x′n = 3

√
2πn, x′′n = 3

√
π
2 + 2πn,

ðàñõîäÿùèåñÿ ê +∞ òàêèå, ÷òî

|x′n − x′′n| =

=
( 3
√

π
2 + 2πn− 3

√
2πn)( 3

√
(π2 + 2πn)2 + 3

√
(π2 + 2πn)(2πn) + 3

√
(2πn)2)

3
√

(π2 + 2πn)2 + 3
√

(π2 + 2πn)(2πn) + 3
√

(2πn)2

=
π
2

3
√

(π2 + 2πn)2 + 3
√

(π2 + 2πn)(2πn) + 3
√

(2πn)2
→ 0 ïðè n→ +∞,
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â òî âðåìÿ êàê | cos(x′n)3−cos(x′′n)3| = | cos(π2 +2πn)−cos 2πn| = 1.
Â êà÷åñòâå ε ìîæíî âûáðàòü ëþáîå ÷èñëî èç èíòåðâàëà (0, 1).

110. Äà. Òàê êàê ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [−1, 1] êàê
ñóïåðïîçèöèÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé (òî÷êè ðàçðûâà x = ±2
íå ïîïàäàþò â ýòîò ïðîìåæóòîê), òî ïî òåîðåìå Êàíòîðà ýòî
îçíà÷àåò ðàâíîìåðíóþ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè.

111. Äà. Ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà ïðè x ∈ [0, 100] êàê ñóïåðïî-
çèöèÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé (çíàìåíàòåëü íè â îäíîé òî÷êå íå
îáðàùàåòñÿ â íóëü), ïîýòîìó ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà ïî òåîðå-
ìå Êàíòîðà.

112. Äà. Ïðîìåæóòîê [6, 82
3 ] ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ

ôóíêöèè, íà êîòîðîé ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà êàê ñóïåðïîçèöèÿ
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, à çíà÷èò, è ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà ïî
òåîðåìå Êàíòîðà.

113. Äà. Ïîñëå óïðîùåíèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî f(x) ≡ 0,
x ∈ [−1, 1].

114. Äà. Ïðè 1 ≤ x ≤ 11
4 èìååì 2 ≤ 2x ≤ 21

2 , ïîýòîìó
[2x] = 2 è f(x) ≡ 1

2 � íåïðåðûâíàÿ íà [1, 11
4 ] ôóíêöèÿ, à çíà÷èò

è ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíàÿ ïî òåîðåìå Êàíòîðà.

115. Íåò, çíàìåíàòåëü ôóíêöèè îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè
x = 0 ∈ [−3, 2], ÿâëÿþùåéñÿ òî÷êîé óñòðàíèìîãî ðàçðûâà.
Ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà óêàçàííîì ïðîìåæóòêå,
ñëåäîâàòåëüíî, òåîðåìà Êàíòîðà íå ïðèìåíèìà.

116. Íàéä¼ì ïðîèçâîäíóþ: (sin(cosx))′ = cos(cosx)(− sinx).
Òàê êàê | − cos(cosx) sinx| ≤ 1 ïðè âñåõ x ∈ R, òî ôóíêöèÿ
ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà.

117. Ïîñêîëüêó |(cos2 x)′| = |2 cosx · (− sinx)| ≤ 2
∀x ∈ (−∞, 100π), òî ôóíêöèÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ýòîì
ïðîìåæóòêå.

118. Íà îòðåçêå [0, 1] ôóíêöèÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà ïî
òåîðåìå Êàíòîðà, à íà ïðîìåæóòêå [1,+∞) å¼ ïðîèçâîäíàÿ

( 4
√
x)′ = 1/(4

4
√
x3) îãðàíè÷åíà:

∣∣∣∣ 1

4
4
√
x3

∣∣∣∣ ≤ 1

4
, è ïîýòîìó ôóíêöèÿ

òîæå ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà. Èç ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè
ôóíêöèè íà êàæäîì èç äâóõ ñìåæíûõ ïðîìåæóòêîâ ñëåäóåò
ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü íà èõ îáúåäèíåíèè.

109



119. Íàéä¼ì ïðîèçâîäíóþ: (x arctg x)′ = arctg x +
x

1 + x2
.

Â ñèëó àëãåáðàè÷åñêîãî íåðàâåíñòâà

∣∣∣∣ ab

a2 + b2

∣∣∣∣ ≤ 1

2
èìååì:∣∣∣∣arctg x+

x

1 + x2

∣∣∣∣ ≤ | arctg x|+
∣∣∣∣ x

1 + x2

∣∣∣∣ < π

2
+

1

2
ïðè âñåõ x ∈ R,

îòêóäà ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè íà R.
120. Íàéä¼ì íàêëîííóþ àñèìïòîòó y = kx + b ïðè

x → +∞, âû÷èñëèâ êîýôôèöèåíòû: k = lim
x→+∞

f(x)

x
= 1,

b = lim
x→+∞

(f(x) − kx) = −3. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f(x) =

x4

(1 + x)3
èìååò àñèìïòîòó y = x−3, à çíà÷èò, ðàâíîìåðíî íåïðå-

ðûâíà ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ èç ï. 8.

121. Ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà [1,+∞), ïðè÷¼ì
lim

x→+∞

(
x · tg 1

x

)
= 1, ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ôóíêöèÿ ðàâíîìåðíî

íåïðåðûâíà íà [1,+∞).

122. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà ïðîìåæóòêå
[0,+∞), è ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë lim

x→+∞
(1 + x2)e−x

2
= 0,

òî ýòà ôóíêöèÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà [0,+∞), à â ñèëó
÷¼òíîñòè è íà (−∞, 0]. Íî òîãäà ôóíêöèÿ ðàâíîìåðíî íåïðå-
ðûâíà íà îáúåäèíåíèè ýòèõ äâóõ ñìåæíûõ ïîëóèíòåðâàëîâ.

123. Ôóíêöèÿ f(x) = | sin 5x| ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà ìíî-
æåñòâå R è ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðèîäîì π/5, à çíà÷èò, ñîãëàñíî
óòâåðæäåíèþ 13, îíà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ýòîì ìíîæå-
ñòâå.

124. Ôóíêöèÿ f(x) = 2 sinx − cos 7x ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé
íà R è ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðèîäîì 14π, à çíà÷èò, ñîãëàñíî óòâåð-
æäåíèþ 13, îíà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ýòîì ìíîæåñòâå.

125. Ôóíêöèÿ f(x) = arcsin(sinx) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà
R è ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðèîäîì 2π, à çíà÷èò, ñîãëàñíî óòâåð-
æäåíèþ 13, îíà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ýòîì ìíîæåñòâå.

126. Â ñèëó ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷íûõ ïðåäåëîâ

lim
x→−1+0

sinx

x
= sin 1, lim

x→±0

sinx

x
= 1, lim

x→1−0

sinx

x
= sin 1,

ôóíêöèþ f(x), íåïðåðûâíóþ íà êàæäîì èç èíòåðâàëîâ (−1, 0)
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è (0, 1), ìîæíî äîîïðåäåëèòü ýòèìè ïðåäåëüíûìè çíà÷åíèÿìè,
ñîîòâåòñòâåííî, äî ôóíêöèè, íåïðåðûâíîé íà ñåãìåíòàõ [−1, 0]
è [0, 1]. Íî òîãäà äîîïðåäåë¼ííàÿ ôóíêöèÿ áóäåò ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíà íà îáúåäèíåíèè ýòèõ ñìåæíûõ ñåãìåíòîâ � ñåã-
ìåíòå [−1, 1], âûáðàñûâàíèå òð¼õ òî÷åê x = 0;±1 íå ìåíÿåò
ñèòóàöèè.

127. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

F (x) =


1, åñëè x = 0,
sinx
x , åñëè 0 < x < 1;

sin 1, åñëè x = 1.

Îíà íåïðåðûâíà íà ñåãìåíòå [0, 1], à çíà÷èò ïî òåîðåìå Êàíòî-
ðà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ýòîì ñåãìåíòå. Ñëåäîâàòåëüíî,
ôóíêöèÿ f(x) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà J2 = {x | 0 < x < 1}.

Àíàëîãè÷íî, ôóíêöèÿ

F (x) =


−1, åñëè x = 0,

− sinx
x , åñëè − 1 < x < 0;

− sin 1, åñëè x = −1,

íåïðåðûâíà íà ñåãìåíòå [−1, 0], à çíà÷èò ïî òåîðåìå Êàí-
òîðà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ýòîì ñåãìåíòå. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ôóíêöèÿ f(x) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå
J1 = {x | −1 < x < 0}.

Â òî æå âðåìÿ íà îáúåäèíåíèè (−1, 0) ∪ (0, 1) ôóíê-
öèÿ f(x) íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé, òàê êàê
∀x′n → −0, ∀x′′n → +0, èìååì |x′n − x′′n| → 0, â òî âðåìÿ êàê
f(x′n) → f(−0) = −1, f(x′′n) → f(+0) = 1 ïðè n → +∞. Ïî-
ýòîìó |f(x′n)− f(x′′n)| → 2, ò. å. íå ìîæåò áûòü ìåíüøå ëþáîãî
ε.

128. Íàéä¼ì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè ïðè x > 0:

f ′(x) =
2

3
· 1

x
1
3

·cos
1

x
3
2

+x
2
3 ·
(
− sin

1

x
3
2

)(
−3

2

)
1

x
5
2

→ 0 ïðè x→ +∞.

Çíà÷èò, íàéä¼òñÿ x0 > 0 : |f ′(x)| ≤ 1 ïðè x ≥ x0. Òàê êàê ôóíê-
öèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà [x0,+∞) è èìååò îãðàíè÷åííóþ ïðîèç-
âîäíóþ íà èíòåðâàëå (x0,+∞), òî â ñèëó óòâåðæäåíèÿ èç ï. 8
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ýòà ôóíêöèÿ áóäåò ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà [x0,+∞). Äà-
ëåå, òàê êàê ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë lim

x→+0
f(x) = 0, òî äî-

îïðåäåëèì ôóíêöèþ â òî÷êå x = 0 çíà÷åíèåì 0. Òîãäà ôóíêöèÿ
(äîîïðåäåëåííàÿ) áóäåò íåïðåðûâíà íà [0, x0], à çíà÷èò, ðàâíî-
ìåðíî íåïðåðûâíà ïî òåîðåìå Êàíòîðà íà ýòîì îòðåçêå. Ïî-
ëó÷èëè, ÷òî ôóíêöèÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà êàæäîì èç
äâóõ ñìåæíûõ ïðîìåæóòêîâ, ñëåäîâàòåëüíî, îíà ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíà è íà èõ îáúåäèíåíèè.

129. Ðàçîáü¼ì îáëàñòü çàäàíèÿ ôóíêöèè íà äâà ñìåæíûõ
ïðîìåæóòêà: (−1,+∞) = (−1, 0]

⋃
[0,+∞) è äîêàæåì ðàâíî-

ìåðíóþ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè íà êàæäîì èç íèõ. Íà ïîëóèí-
òåðâàëå (−1, 0] ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà êàê ñóïåðïîçèöèÿ íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé, ïðè÷åì ñóùåñòâóåò åå êîíå÷íûé ïðàâûé ïðå-
äåë â òî÷êå x = −1: lim

x→−1+0

(
−x2 ln(x4 + 1)

)
= − ln 2. Ïîýòî-

ìó ôóíêöèþ ìîæíî äîîïðåäåëèòü äî íåïðåðûâíîé íà îòðåçîê
[−1, 0], à çíà÷èò, ôóíêöèÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà (−1, 0] ñî-
ãëàñíî óòâåðæäåíèþ èç ï. 5. Äàëåå, íà âòîðîì èç ïðîìåæóòêîâ
[0,+∞) ôóíêöèÿ arctg x íåïðåðûâíà è èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë
ïðè x→∞: lim

x→+∞
arctg x = π/2. Ïîýòîìó ïî óòâåðæäåíèþ èç ï.

9 ôóíêöèÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà è íà ýòîì ïðîìåæóòêå. Íà-
êîíåö, ïî óòâåðæäåíèþ èç ï. 6 èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíà íà îáúåäèíåíèè äàííûõ ñìåæíûõ ïðîìåæóòêîâ.

Çàìå÷àíèå. Íà âòîðîì èç ïðîìåæóòêîâ ìîæíî áûëî òàêæå
îáúÿñíèòü ðàâíîìåðíóþ íåïðåðûâíîñòü îãðàíè÷åííîñòüþ ïðî-
èçâîäíîé: |(arctg x)′| = |1/(1 + x2)| ≤ 1.

130. Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë
lim
x→+0

(
x2
(
cos 1

x − 1
))

= 0 êàê ïðåäåë ïðîèçâåäåíèÿ áåñêî-

íå÷íî ìàëîé ôóíêöèè x2 íà îãðàíè÷åííóþ | cos 1
x − 1| ≤ 2.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ g(x), ïðèíèìàþùóþ çíà÷åíèå íóëü
ïðè x = 0 è ñîâïàäàþùóþ ñ f(x) ïðè x > 0. Ýòà ôóíêöèÿ
íåïðåðûâíà ïðè x ∈ [0,+∞) è èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë ïðè
x→ +∞:

f(x) = x2

(
cos

1

x
− 1

)
= −2x2 · sin2 1

2x
= −1

2
·

sin2 1
2x(

1
2x

)2 → −1

2
.

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ èç ï. 9 ôóíêöèÿ g(x) ðàâíîìåðíî íåïðå-
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ðûâíà íà ïðîìåæóòêå x ∈ [0,+∞). Íî òîãäà ñîâïàäàþùàÿ ñ íåé
ïðè x ∈ (0,+∞) ôóíêöèÿ f(x) áóäåò ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé
íà ýòîì èíòåðâàëå.
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6 ÑÅÌÈÍÀÐ: Ðàñêðûòèå íåîïðåäåë¼ííî-

ñòåé. Ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ

¾Åñëè âñå ëþäè ïîóìíåþò, òî èìè íåëüçÿ áóäåò
ìàíèïóëèðîâàòü.

Ëþäè íå õîòÿò áûòü ìàíèïóëèðóåìûìè, êîãäà ó íèõ
åñòü çíàíèÿ¿.

Ãåðìàí Ãðåô, ïðåäñåäàòåëü ïðàâëåíèÿ
Ñáåðà.

6.1 1-å ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ: ðàñêðûòèå íåîïðåäå-
ë¼ííîñòåé âèäà 0

0

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ïðåäåëà

lim
x→x0

f(x)

g(x)
.

Åñëè lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x) = 0, òî ãîâîðÿò, ÷òî â òî÷êå x = x0

èìååòñÿ íåîïðåäåë¼ííîñòü âèäà 0
0 . Â ýòîì ñëó÷àå äàííûé ïðå-

äåë ìîæåò êàê íå ñóùåñòâîâàòü, òàê è ñóùåñòâîâàòü è ïðèíè-
ìàòü ëþáîå çíà÷åíèå (êîíå÷íîå èëè áåñêîíå÷íîå). Âû÷èñëåíèå
ïðåäåëà â ýòîì ñëó÷àå ïðèíÿòî íàçûâàòü ðàñêðûòèåì íåîïðå-

äåë¼ííîñòè.

Ðàíåå ìû óæå ðàññìàòðèâàëè ðàçëè÷íûå ïðè¼ìû ðàñêðû-
òèÿ íåîïðåäåë¼ííîñòåé óêàçàííîãî âèäà. Òåïåðü ïîçíàêîìèì-
ñÿ åù¼ ñ îäíèì ìîùíûì ñïîñîáîì ðàñêðûòèÿ äâóõ îñíîâíûõ
âèäîâ íåîïðåäåë¼ííîñòåé ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëîâ ôóíêöèé,
èìåþùèõ ïðîèçâîäíûå â îêðåñòíîñòè ïðåäåëüíîé òî÷êè. Ýòîò
ñïîñîá èçâåñòåí â àíàëèçå ïîä íàçâàíèåì ïðàâèë Ëîïèò�àëÿ.

Ïðèâåä¼ííûå íèæå òåîðåìû ïðèíàäëåæàò Ëîïèòàëþ è Áåð-
íóëëè. Ïðàâèëà Áåðíóëëè�Ëîïèòàëÿ � ýòî ìåòîä íàõîæäåíèÿ
ïðåäåëîâ ôóíêöèé, ðàñêðûâàþùèé íåîïðåäåë¼ííîñòè âèäà 0

0 è
∞
∞ . Îáîñíîâûâàþùàÿ ìåòîä òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî ïðè íåêî-
òîðûõ óñëîâèÿõ ïðåäåë îòíîøåíèÿ ôóíêöèé ðàâåí ïðåäåëó îò-
íîøåíèÿ èõ ïðîèçâîäíûõ1.

1Ãèéîì Ôðàíñóà Ëîïèòàëü (ôð. Guillaume Francois Antoine, marquis de
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Ò1 (1-å ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ). Åñëè: 1) ôóíêöèè f(x) è g(x)
îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0

(0 < |x− x0| < δ èëè |x| > 1
δ ), ãäå x0 � ÷èñëî èëè ñèìâîë ∞, è

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x) = 0;

2) ïðîèçâîäíûå f ′(x) è g′(x) ñóùåñòâóþò â îêðåñòíîñòè òî÷-
êè x0, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, ñàìîé òî÷êè x0, ïðè÷¼ì
îäíîâðåìåííî íå îáðàùàþòñÿ â íóëü ïðè x 6= x0:

(f ′(x))2 + (g′(x))2 6= 0;

3) ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé ïðåäåë lim
x→x0

f ′(x)

g′(x)
.

Òîãäà lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

g′(x)
.

L'Hospital, 1661�1704) � ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê, àâòîð ïåðâîãî ó÷åáíèêà
ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó. Ñïîñîá ðàñêðûòèÿ òàêîãî ðîäà íåîïðåäåë¼í-
íîñòåé áûë îïóáëèêîâàí â ó÷åáíèêå ¾Analyse des In�niment Petits¿ 1696
ãîäà çà àâòîðñòâîì Ãèéîìà Ëîïèòàëÿ. Ñûí áîãàòûõ ðîäèòåëåé, ìàðêèç Ëî-
ïèòàëü ïîñòóïèë ñïåðâà â âîåííóþ ñëóæáó, íî ïî ñëàáîñòè çðåíèÿ âñêîðå
îñòàâèë å¼ è ïîñâÿòèë ñåáÿ íàóêàì. Ñîñòîÿë ÷ëåíîì Ïàðèæñêîé àêàäå-
ìèè íàóê, ó÷àñòíèê ó÷¼íîãî êðóæêà Ìàëüáðàíøà. Áûë æåíàò íà Ìàðè-
Øàðëîòò äå Ðîìèé äå ëà Øåíåëý (ôð. Marie-Charlotte de Romilley de la

Chesnelaye), òîæå çàíèìàâøåéñÿ ìàòåìàòèêîé. Â 1690-õ ãîäàõ çàíÿë âèä-
íîå ìåñòî â øêîëå Ëåéáíèöà, ñ íîâûì ìåòîäîì êîòîðîãî åãî ïîçíàêîìèë
Èîãàíí Áåðíóëëè (Johann Bernoulli, øâåéöàðñêèé ìàòåìàòèê, 1687-1759)
â 1692 âî âðåìÿ ñâîåãî ïðåáûâàíèÿ â Ïàðèæå â ïîìåñòüå Ëîïèòàëÿ.
Ãëàâíàÿ çàñëóãà Ëîïèòàëÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ïåðâîì ñèñòåìàòè÷åñêîì èç-

ëîæåíèè ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, äàííîå èì â ñî÷èíåíèè ¾Àíàëèç áåñ-
êîíå÷íî ìàëûõ¿ (1696). Â ýòîé êíèãå ñîáðàíû è ïðèâåäåíû â ñòðîéíîå öå-
ëîå îòäåëüíûå âîïðîñû, ðàçáðîñàííûå äî òîãî â ðàçíûõ èçäàíèÿõ, à òàê-
æå ïðèâîäèòñÿ Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ. Â ïðåäèñëîâèè Ëîïèòàëü óêàçûâàåò,
÷òî áåç âñÿêîãî ñòåñíåíèÿ ïîëüçîâàëñÿ îòêðûòèÿìè Ëåéáíèöà è áðàòüåâ
Áåðíóëëè è ¾íå èìååò íè÷åãî ïðîòèâ òîãî, ÷òîáû îíè ïðåäúÿâèëè ñâîè
àâòîðñêèå ïðàâà íà âñ¼, ÷òî èì óãîäíî¿. Ñîâðåìåííèêîâ, îäíàêî, ñèëüíî
îçàäà÷èëî òî, ÷òî Èîãàíí Áåðíóëëè ïðåäúÿâèë ïðåòåíçèè íà âñ¼ ñî÷èíåíèå
Ëîïèòàëÿ öåëèêîì.
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6.2 2-å ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ: ðàñêðûòèå íåîïðåäå-
ë¼ííîñòåé âèäà ∞∞

Ò2 (2-å ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ). Åñëè: 1) ôóíêöèè f(x) è g(x)
îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0,
è lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x) =∞;

2) ïðîèçâîäíûå f ′(x) è g′(x) ñóùåñòâóþò â îêðåñòíîñòè òî÷-
êè x0, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, ñàìîé òî÷êè x0, ïðè÷¼ì
îäíîâðåìåííî íå îáðàùàþòñÿ â íóëü â ýòîé îêðåñòíîñòè (ïðè
x 6= x0);

3) ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé ïðåäåë lim
x→x0

f ′(x)

g′(x)
.

Òîãäà lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

g′(x)
.

Àíàëîãè÷íûå ïðàâèëà ñïðàâåäëèâû è äëÿ îäíîñòîðîííèõ
ïðåäåëîâ.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû1.

Ïðèìåð 45. Âû÷èñëèòü ïðåäåë lim
x→1

xx − 1

lnx
.

Ðåøåíèå. Óáåäèìñÿ, ÷òî âñå óñëîâèÿ 1-ãî ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ âû-
ïîëíåíû. Â ñàìîì äåëå,
1) ôóíêöèè f(x) = xx − 1 è g(x) = lnx îïðåäåëåíû è íåïðåðûâ-
íû â äîñòàòî÷íî ìàëîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 1, è
lim
x→1

f(x) = lim
x→1

g(x) = 0;

2) ïðîèçâîäíûå f ′(x) = xx(lnx + 1) è g′(x) = 1
x ñóùåñòâó-

þò â ýòîé îêðåñòíîñòè è îäíîâðåìåííî íå îáðàùàþòñÿ â íóëü
(f ′(x))2 + (g′(x))2 6= 0;

3) ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë lim
x→1

f ′(x)

g′(x)
= lim
x→1

xx(lnx+ 1)
1
x

= 1.

Ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ, ïîëó÷àåì:

lim
x→1

xx − 1

lnx

[ë]
= lim

x→1

f ′(x)

g′(x)
= 1. �

1Áóêâà ¾ë¿ íàä çíàêîì ðàâåíñòâà
[ë]
= îçíà÷àåò ïðèìåíåíèå ïðàâèëà Ëî-

ïèòàëÿ.
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Ïðèìåð 46. Âû÷èñëèòü ïðåäåë lim
x→1

x10 − 2x5 + 1

x15 − 2x6 + 1
.

Ðåøåíèå. Óáåäèâøèñü, ÷òî èìååì íåîïðåäåë¼ííîñòü 0
0 è ïðîâåðèâ,

÷òî âñå óñëîâèÿ òåîðåìû âûïîëíÿþòñÿ, ïðèìåíèì ïðàâèëî Ëîïèòà-
ëÿ:

lim
x→1

x10 − 2x5 + 1

x15 − 2x6 + 1

[ë]
= lim

x→1

(x10 − 2x5 + 1)′

(x15 − 2x6 + 1)′
= lim
x→1

10x9 − 10x4

15x14 − 12x5

[ 00 ]
=

= lim
x→1

0

3
= 0. �

Ïðèìåð 47. Âû÷èñëèòü ïðåäåë lim
x→0

x− ln(1 + x)

x2
.

Ðåøåíèå.

lim
x→0

x− ln(1 + x)

x2

[ë]
= lim

x→0

1− 1
1+x

2x
= lim
x→0

x

2x(1 + x)

[ 00 ]
= lim

x→0

1

2(1 + x)
=

1

2
.

Çàìå÷àíèå 1. Ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ ÿâëÿþòñÿ ëèøü äîñòàòî÷-
íûì óñëîâèåì äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà îòíîøåíèÿ äâóõ áåñ-
êîíå÷íî ìàëûõ (áåñêîíå÷íî áîëüøèõ) ôóíêöèé, ïîýòîìó åñëè
ïðåäåë îòíîøåíèÿ ïðîèçâîäíûõ íå ñóùåñòâóåò èëè íàðóøàåòñÿ
êàêîå-ëèáî äðóãîå óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè ýòèõ ïðàâèë, òî ýòî,
âîîáùå ãîâîðÿ, åù¼ íå îçíà÷àåò, ÷òî íåò ïðåäåëà îòíîøåíèÿ
èñõîäíûõ âåëè÷èí. Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî ïðèìåðàìè.

Ïðèìåð 48. Èññëåäîâàòü âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà Ëî-

ïèòàëÿ ê ïðåäåëó lim
x→∞

x+ sinx

x
.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ïðè x→∞ äâå áåñêîíå÷íî áîëüøèå ôóíê-
öèè: f(x) = x + sinx è g(x) = x. Ïðåäåë èõ îòíîøåíèÿ, î÷åâèäíî,
ñóùåñòâóåò:

lim
x→∞

x+ sinx

x
= lim
x→∞

(
1 +

1

x
· sinx

)
= 1 + 0 = 1.

Â òî æå âðåìÿ îòíîøåíèå ïðîèçâîäíûõ äàåò

(x+ sinx)′

x′
=

1 + cosx

1
= 1 + cosx,

à ýòà ôóíêöèÿ íå èìååò ïðåäåëà ïðè x → ∞. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ

âû÷èñëåíèÿ äàííîãî ïðåäåëà ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ íå ïðèìåíèìî. �
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Ïðèìåð 49. [6, � 1374(ã)] Èññëåäîâàòü âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ
ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ ê ïðåäåëó

lim
x→∞

1 + x+ sinx · cosx

(x+ sinx · cosx)esin x
.

Ðåøåíèå. Ôîðìàëüíîå ïðèìåíåíèå ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ äà¼ò ðå-
çóëüòàò, ðàâíûé 0. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ýòîò ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò,

òàê êàê îí ðàâåí lim
x→∞

(
1 + 1+sin x·cos x

x

1 + sin x·cos x
x

)
e− sin x = lim

x→∞
e− sin x (âû-

ðàæåíèå â ñêîáêàõ ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå). Ïðè÷èíà ýòîìó êðîåòñÿ â
òîì, ÷òî íàðóøàåòñÿ óñëîâèå îäíîâðåìåííîãî íåîáðàùåíèÿ â íóëü
ïðîèçâîäíûõ ïðè x→∞. Äåéñòâèòåëüíî,

f ′(x) = 2 cos2 x, g′(x) = cosx
(
2 cosxesin x + (x+ sinx cosx)esin x

)
,

è ïðè cosx = 0, ò. å. x =
π

2
+ πn (n ∈ Z), ïîëó÷àåì (f ′(x))2+

(g′(x))2 = 0. �

Çàìå÷àíèå 2. Ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ èíîãäà ïðèõîäèòñÿ ïðèìå-
íÿòü ìíîãî ðàç ïîäðÿä, ïîêà íå ïîëó÷èòñÿ ïðåäåë, çíà÷åíèå
êîòîðîãî ëèáî î÷åâèäíî, ëèáî ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî êàêèì-
ëèáî èçâåñòíûì ñïîñîáîì.

Ïðèìåð 50. Âû÷èñëèòü ïðåäåë lim
x→0

sinx− x
x3

.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðàâèëîì Ëîïèòàëÿ ïîñëåäîâàòåëüíî 3
ðàçà � äî òåõ ïîð, ïîêà íå ïðîïàä¼ò íåîïðåäåë¼ííîñòü:

lim
x→0

sinx− x
x3

[ë]
= lim

x→0

cosx− 1

3x2

[ë]
= lim

x→0

− sinx

6x

[ë]
= lim

x→0

− cosx

6
= −1

6
. �

Ïðèìåð 51. Âû÷èñëèòü ïðåäåë lim
x→0

2ex − x− 2
√

1 + x

x2
.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðàâèëîì Ëîïèòàëÿ:

lim
x→0

2ex − x− 2
√

1 + x

x2

[ë]
= lim

x→0

2ex − 1− 1√
1+x

2x

[ë]
=

= lim
x→0

2ex + 1

2
√

(1+x)3

2
=

5

4
. �
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Çàìå÷àíèå 3. Ïðè âñåõ ñâîèõ äîñòîèíñòâàõ ïðàâèëà Ëîïèòà-
ëÿ íå ÿâëÿþòñÿ ýôôåêòèâíûìè âî âñåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ïðèìå-
íèìû. Ê íåäîñòàòêàì ýòîãî ìåòîäà ìîæíî îòíåñòè áîëüøîå êî-
ëè÷åñòâî è ðóòèííîñòü âû÷èñëåíèé, êîòîðûå âîçíèêàþò â íåêî-
òîðûõ ñëó÷àÿõ, íàïðèìåð,

Ïðèìåð 52. Íàéòè lim
x→0

cosx · arcsinx− arctg x

x5
.

Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, âû÷èñëåíèå óæå òîëüêî ïåðâûõ äâóõ ïðîèç-

âîäíûõ ïðèâîäèò ê áîëüøèì âûêëàäêàì, à äèôôåðåíöèðîâàòü çäåñü

íóæíî, âèäèìî, 5 ðàç. Â òàêîé ñèòóàöèè íàäî ïîëüçîâàòüñÿ äðóãè-

ìè, áîëåå óäîáíûìè ñðåäñòâàìè âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëîâ, íàïðèìåð �

ðàçëîæåíèÿìè ôóíêöèé ïî ôîðìóëå Òåéëîðà. �

6.3 Äðóãèå âèäû íåîïðåäåë¼ííîñòåé: 0 ·∞, ∞−∞,
1∞, 00, ∞0

1. Íåîïðåäåë¼ííîñòè âèäà 0 · ∞, ò. å. âû÷èñëåíèå ïðåäå-
ëà lim

x→a
(f(x) · g(x)), ãäå lim

x→a
f(x) = 0, lim

x→a
g(x) = ∞, a � äåé-

ñòâèòåëüíîå ÷èñëî èëè ñèìâîë áåñêîíå÷íîñòè, ñâîäÿòñÿ ëèáî ê
íåîïðåäåë¼ííîñòè 0

0 :

lim
x→a

(f(x) · g(x)) = lim
x→a

f(x)
1

g(x)

,

ëèáî ê íåîïðåäåë¼ííîñòè ∞∞ :

lim
x→a

(f(x) · g(x)) = lim
x→a

g(x)
1

f(x)

.

Ïðèìåð 53. Íàéòè ïðåäåë lim
x→+0

xµ lnx (µ > 0).

Ðåøåíèå. Ñâåä¼ì íåîïðåäåë¼ííîñòü 0 · ∞ ê íåîïðåäåë¼ííîñòè ∞∞ :

lim
x→+0

xµ lnx = lim
x→+0

lnx

x−µ
[ ∞∞ ]
= lim

x→+0

1
x

−µ · x−µ−1
= − 1

µ
· lim
x→+0

xµ = 0.

Ïðèìåð 54. Íàéòè ïðåäåë lim
x→1

(
(1− x) tg

πx

2

)
.
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Ðåøåíèå. Ñâåä¼ì íåîïðåäåë¼ííîñòü 0 · ∞ ê íåîïðåäåë¼ííîñòè 0
0 :

lim
x→1

(1− x) tg
πx

2
= lim
x→1

1− x
ctg πx

2

[ 00 ]
= lim

x→1

1− x
tg
(
π
2 (1− x)

)=

(ò. ê. tgα ∼ α ïðè α→ 0)

= lim
x→1

1− x
π
2 (1− x)

=
2

π
. �

2. Íåîïðåäåë¼ííîñòè âèäà ∞−∞, ò. å. âû÷èñëåíèå ïðå-
äåëà lim

x→a
(f(x) − g(x)), ãäå lim

x→a
f(x) = lim

x→a
g(x) = ∞, a � äåé-

ñòâèòåëüíîå ÷èñëî èëè ñèìâîë áåñêîíå÷íîñòè, â îáùåì ñëó÷àå
ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê íåîïðåäåë¼ííîñòÿì 0

0 è ∞∞ , íàïðèìåð

lim
x→a

(f(x)− g(x)) = lim
x→a

(
1
1

f(x)

− 1
1

g(x)

)
= lim

x→a

1
g(x) −

1
f(x)

1
f(x) ·

1
g(x)

.

Â çàâèñèìîñòè îò ñèòóàöèè ìîæåò îêàçàòüñÿ ïðîùå ïðèâåñòè
äðîáè ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ:

Ïðèìåð 55. Íàéòè ïðåäåë lim
x→1

(
1

x− 1
− 2

x2 − 1

)
.

Ðåøåíèå. Èìååì

lim
x→1

(
1

x− 1
− 2

x2 − 1

)
= lim
x→1

(x+ 1)− 2

(x− 1)(x+ 1)
= lim
x→1

1

x+ 1
=

1

2
. �

Â ñëó÷àå ñ ðàäèêàëàìè, êàê ìû çíàåì, áûâàåò ýôôåêòèâ-
íûì äîìíîæåíèå íà ñîïðÿæ¼ííîå âûðàæåíèå. Òàê, â ñëåäóþ-
ùåì ïðèìåðå ýòîò ïðè¼ì ïðèâîäèò ê íåîïðåäåë¼ííîñòè ∞∞ :

Ïðèìåð 56. Íàéòè lim
x→+∞

(√
x+

√
x+
√
x−
√
x

)
.

Ðåøåíèå. Èìååì

lim
x→+∞

(

√
x+

√
x+
√
x−
√
x)

[∞−∞]
= lim

x→+∞

√
x+
√
x√

x+
√
x+
√
x+
√
x

[ ∞∞ ]
=
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= lim
x→+∞

√
x
√

1 + 1√
x

√
x

(√
1 +

√
1
x + 1

x
3
2

+ 1

) = lim
x→+∞

√
1 + 1√

x√
1 +

√
1
x + 1

x
3
2

+ 1

=
1

2
.

3. Íåîïðåäåë¼ííîñòè âèäà 1∞ óæå ðàññìàòðèâàëèñü ðà-
íåå. Äëÿ ðàñêðûòèÿ äàííîãî òèïà íåîïðåäåë¼ííîñòåé, â ÷àñò-
íîñòè, ïðèìåíÿëñÿ ñïîñîá, ïîçâîëÿþùèé ñ ïîìîùüþ 2-ãî çà-
ìå÷àòåëüíîãî ïðåäåëà ñâåñòè äàííûé âèä íåîïðåäåë¼ííîñòè ê
íåîïðåäåë¼ííîñòè 0 · ∞:

lim
x→x0

(f(x)g(x))
[1∞]
= lim

x→x0

(
(1 + (f(x)− 1))

1
f(x)−1

)(f(x)−1)g(x)

=

= e
lim
x→x0

(f(x)−1)g(x)
.

4. Íåîïðåäåë¼ííîñòè âèäà 00, ∞0, 1∞ ñâîäÿòñÿ â îáùåì
ñëó÷àå ê íåîïðåäåë¼ííîñòè 0 · ∞ ïðè ïîìîùè ïåðåõîäà ê ýêñ-
ïîíåíòå â îñíîâàíèè ñòåïåíè f(x)g(x) = e g(x)·ln f(x).

Ïðèìåð 57. Íàéòè ïðåäåë lim
x→+0

xx.

Ðåøåíèå. Èìååì lim
x→+0

xx = lim
x→+0

ex ln x = e
lim

x→+0

ln x
1
x

[ë]
=

= e
lim

x→+0

1
x

− 1
x2 = e0 = 1. �

Ïðèìåð 58. Íàéòè ïðåäåë lim
x→+∞

x
1
x .

Ðåøåíèå. Èìååì lim
x→+∞

x
1
x

[∞0]
= e

lim
x→+∞

(
1
x ·ln x

)
[0·∞]
= e

lim
x→+∞

ln x
x [ë]

=

= e0 = 1. �
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6.4 Çàäà÷è

Èñïîëüçóÿ 1-å ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ, âû÷èñëèòü ïðåäåëû ñ

íåîïðåäåë¼ííîñòÿìè âèäà 0
0 :

�131. lim
x→0

sinx

x
;

�132. lim
x→0

ax − 1

x
(a > 0);

�133. lim
x→0

ln(1 + x)

x
;

�134. lim
x→0

1− cos 3x

4x2
;

�135. lim
x→2

√
7 + x− 3

x− 2
;

�136. [6, � 1330] lim
x→1

xx − x
lnx− x+ 1

;

�137. [6, � 1359] lim
x→0

(1 + x)
1
x − e

x
.

Èñïîëüçóÿ 2-å ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ, âû÷èñëèòü ïðåäåëû ñ

íåîïðåäåë¼ííîñòÿìè âèäà ∞∞ :

�138. [6, � 1336] lim
x→+∞

lnx

xε
(ε > 0);

�139. lim
x→+∞

lnx

ln
√
x2 + 1

;

�140. [6, � 1322] lim
x→π

2

tg 3x

tg x
;

�141. [6, � 1368(á)] lim
x→+∞

xlnx

(lnx)x
.

Èñïîëüçóÿ 2-å ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ, äîêàçàòü, ÷òî ïîêàçà-

òåëüíàÿ ôóíêöèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ðàñòåò áûñòðåå, à ëîãà-

ðèôìè÷åñêàÿ � ìåäëåííåå, ÷åì ñòåïåííàÿ:

�142. lim
x→+∞

xn

ax
= 0 (a > 1, n > 0).

�143. lim
x→+∞

loga x

xn
= 0 (a > 1, n > 0).

Êîìáèíèðóÿ ðàçëè÷íûå ñïîñîáû, ðàñêðûòü íåîïðåäåë¼í-
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íîñòè ðàçíûõ âèäîâ, ñâåäÿ ê íåîïðåäåë¼ííîñòÿì 0
0 èëè

∞
∞ , è

âû÷èñëèòü ïðåäåëû:

�144. [6, � 1340] lim
x→1−0

(lnx · ln(1− x));

�145. lim
x→+0

xsinx;

�146. lim
x→1+0

(x− 1)lnx;

�147. lim
x→+0

(x+ 2
√
x)

1
lnx ;

�148. lim
x→+0

(arcsinx)2x;

�149. [6, � 1343] lim
x→+0

xx
x−1;

�150. [6, � 1344] lim
x→+0

(
xx

x − 1
)
;

�151. lim
x→2

(
4

x2 − 4
− 1

x− 2

)
;

�152. lim
x→0

(
1

sinx
− 1

x

)
;

�153. lim
x→+∞

(x− lnx);

�154. [6, � 1356] lim
x→0

(
ctg x− 1

x

)
;

�155. [6, � 1354] lim
x→0

(
1

x
− 1

ex − 1

)
;

�156. [6, � 1373(2)] Èññëåäîâàòü íà äèôôåðåíöèðóåìîñòü
â òî÷êå x = 0 ôóíêöèþ

f(x) =


1

x
− 1

ex − 1
, åñëè x 6= 0;

1

2
, åñëè x = 0.

�157. lim
x→+0

(xµ lnx) (µ > 0);

�158. lim
x→+∞

(π − 2 arctg x)ex;

�159. lim
x→+∞

x
1
x ;

�160. lim
x→+∞

(x+ 2x)
1
x ;
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�161. lim
x→π

2

(tg x)cosx;

�162. [6, � 1351] lim
x→∞

(
tg

πx

2x+ 1

) 1
x
;

�163. lim
x→0

(
sinx

x

) 1
x2

;

�164. [6, � 1363(ã)] lim
x→0

(
arctg x

x

) 1
x2

;

�165. [6, � 1364] lim
x→0

(
(1 + x)

1
x

e

) 1
x

;

�166. [6, � 1348] lim
x→π

4

(tg x)tg 2x;

�167. [6, � 1363(à)] lim
x→0

(
arcsinx

x

) 1
x2

.

�168. [6, � 1373] Äîêàçàòü, ÷òî åñëè äëÿ ôóíêöèè f(x) ñó-
ùåñòâóåò f ′′(x), òî

f ′′(x) = lim
h→0

f(x+ h) + f(x− h)− 2f(x)

h2
.

Ïîêàçàòü, ÷òî ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ íå ïðèìåíèìû, è âû-

÷èñëèòü ïðåäåëû áåç èõ èñïîëüçîâàíèÿ:

�169. lim
x→∞

2x+ 3 sinx

x+ 4 cosx
;

�170. [6, � 1374(à)] lim
x→0

x2 · sin 1
x

sinx
;

�171. [6, � 1374(á)] lim
x→∞

x− sinx

x+ sinx
;

�172. lim
x→+∞

ex

e2x
;

�173. lim
x→∞

x√
1 + x2

(ïðèìåð ïðîô. Â.Í. Äåïóòàòîâà).

�174. [6, � 1374(â)] Èññëåäîâàòü âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ
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ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ:

lim
x→+∞

e−2x(cosx+ 2 sinx) + e−x
2

sin2 x

e−x(cosx+ sinx)
.

�175. Èññëåäîâàòü âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà Ëî-
ïèòàëÿ:

lim
x→+∞

1 + 2x+ sin 2x

(2x+ sin 2x)esinx
.
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6.5 Îòâåòû è ðåøåíèÿ

131. lim
x→0

sinx

x

[ë]
= lim

x→0

cosx

1
= 1.

132. lim
x→0

ax − 1

x

[ë]
= lim

x→0

ax ln a

1
= ln a.

133. lim
x→0

ln(1 + x)

x

[ë]
= lim

x→0

1
1+x

1
= 1.

134. lim
x→0

1− cos 3x

4x2

[ë]
= lim

x→0

3 sin 3x

8x

[ë]
= lim

x→0

9 cos 3x

8
=

9

8
.

135. lim
x→2

√
7 + x− 3

x− 2

[ë]
= lim

x→2

1
2
√

7+x

1
=

1

6
.

136. lim
x→1

xx − x
lnx− x+ 1

[ë]
= lim

x→1

xx(lnx+ 1)− 1
1
x − 1

[ë]
=

= lim
x→1

xx(lnx+ 1)2 + xx−1

− 1
x2

= −2.

137. lim
x→0

(1 + x)
1
x − e

x
= lim

x→0

e
1
x

ln(1+x) − e
x

[ë]
=

= lim
x→0

(
e

1
x

ln(1+x) · ( 1

x
ln(1 + x))′

)
= (òàê êàê e

1
x

ln(1+x) = e) =

= e · lim
x→0

1
1+x · x− ln(1 + x)

x2
= e · lim

x→0

x− (x+ 1) ln(1 + x)

x2(x+ 1)
=

(òàê êàê x+ 1→ 1) = e · lim
x→0

x− (x+ 1) ln(1 + x)

x2

[ë]
=

= e · lim
x→0

− ln(1 + x)

2x
= −e

2
· lim
x→0

ln(1 + x)

x
= −e

2
.

138. lim
x→+∞

lnx

xε
[ë]
= lim

x→+∞

1
x

ε · xε−1
= lim

x→+∞

1

ε · xε
= 0.

139. lim
x→+∞

lnx

ln
√
x2 + 1

[ë]
= lim

x→+∞

1
x
x

x2+1

= lim
x→+∞

x2 + 1

x2
= 1.
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140. lim
x→π

2

tg 3x

tg x

[∞∞ ]
= lim

x→π
2

sin 3x

sinx
· lim
x→π

2

cosx

cos 3x
=

− lim
x→π

2

cosx

cos 3x

[ë]
= − lim

x→π
2

− sinx

−3 sin 3x
= −1 ·

(
−1

3

)
=

1

3
.

141. Èìååì

lim
x→+∞

xlnx

(lnx)x
[∞∞ ]
= lim

x→+∞

eln2 x

ex ln lnx
= e

lim
x→+∞

(ln2 x−x ln lnx)
=

= e
lim

x→+∞
x

(
ln2 x
x −ln lnx

)
= e−∞ = 0,

òàê êàê
ln2 x

x
→ 0, ln lnx→ +∞.

142. Ïðèìåíèì 2-å ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ íåñêîëüêî ðàç

lim
x→+∞

xn

ax
[ë]
= lim

x→+∞

nxn−1

ax ln a

[ë]
= lim

x→+∞

n(n− 1)xn−2

ax ln2 a

[ë]
= ...

� äî òåõ ïîð, ïîêà ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ó x â ÷èñëèòåëå íå ñòà-
íåò îòðèöàòåëüíûì, ïîñëå ýòîãî íåîïðåäåë¼ííîñòü èñ÷åçàåò è
ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíî, ÷òî ïðåäåë ðàâåí íóëþ.

143. Ïðèìåíèì îäèí ðàç 2-å ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ:

lim
x→+∞

loga x

xn
[ë]
= lim

x→+∞

1
x ln a

nxn−1
= lim

x→+∞

1

nxn ln a
= 0.

144. lim
x→1−0

(lnx · ln(1− x))
[0··∞]

= lim
x→1−0

ln(1−x)

ln−1 x

[∞∞ ]
=

[ë]
= lim

x→1−0

−1
1−x
− 1

ln2 x· 1
x

= lim
x→1−0

x · ln2 x

1− x
[ë]
=

= lim
x→1−0

ln2 x+ x · (2 lnx) · 1
x

−1
= 0.

145. Èìååì

lim
x→+0

xsinx [00]
= e

lim
x→+0

(sinx lnx) [0·∞]
= e

lim
x→+0

lnx
1

sin x
[ë]
=
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= e

lim
x→+0

1
x
1

− cos x
sin2 x = e

− lim
x→+0

sin2 x
x cosx = (cosx→ 1) = e

− lim
x→+0

sin2 x
x =

(sinx ∼ x) = e
− lim
x→+0

x2

x = e0 = 1.

146. Èìååì

lim
x→1+0

(x− 1)lnx [00]
= e

lim
x→1+0

lnx ln(x−1) [0·∞]
= e

lim
x→1+0

ln(x−1)
1

lnx
[ë]
=

= e

lim
x→1+0

1
x−1

− 1
x(lnx)2 = e

− lim
x→1+0

x(lnx)2

x−1 = e
− lim
x→1+0

(lnx)2

x−1 [ë]
= e

− lim
x→1+0

2 lnx
x =

= e0 = 1.

147. Èìååì

lim
x→+0

(x+ 2
√
x)

1
lnx

[00]
= e

lim
x→+0

ln(x+2
√
x)

lnx [ë]
= e

lim
x→+0

√
x(
√
x+1)√

x(2+
√
x) =

= e
lim
x→+0

√
x+1

2+
√
x = e

1
2 =
√
e.

148. Èìååì

lim
x→+0

(arcsinx)2x [00]
= e

lim
x→+0

2x ln(arcsinx)
= e

2 lim
x→+0

ln(arcsin x)
1
x

[ë]
=

= e
2· lim
x→+0

1
arcsinx·

√
1−x2

− 1
x2 = e

−2· lim
x→+0

x2

arcsinx · lim
x→+0

1√
1−x2 = e−2·0·1 = 1.

149. Èìååì

lim
x→+0

xx
x−1 [00]

= e
lim
x→+0

(xx−1) lnx [0·∞]
= e

lim
x→+0

xx−1
(lnx)−1 [ë]

=

e
lim
x→+0

xx(lnx+1)

−(lnx)−2· 1x = (xx → 1) = e
− lim
x→+0

(x(lnx+1) ln2 x)
=

= e
− lim
x→+0

(x ln3 x+x ln2 x)
= e0 = 1,
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òàê êàê lim
x→+0

ln3 x
1
x

[ë]
= lim

x→+0

3 ln2 x · 1
x

− 1
x2

= −3 lim
x→+0

ln2 x
1
x

[ë]
=

= −3 lim
x→+0

2 lnx · 1
x

− 1
x2

= 6 lim
x→+0

(x lnx) = 0.

150. lim
x→+0

(
xx

x − 1
) [000

]
= lim

x→+0
(ex

x lnx−1) = e
lim
x→+0

xx· lim
x→+0

lnx
−1 =

(òàê êàê lim
x→+0

xx = 1, lim
x→+0

lnx = −∞, òî ïîêàçàòåëü ñòåïåíè

ó ýêñïîíåíòû ñòðåìèòñÿ ê −∞, íåîïðåäåë¼ííîñòü îòñóòñòâó-
åò, ïðåäåë âû÷èñëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî è ïîëó÷àåì) = e−∞ − 1
= 0− 1 = −1.

151. Èìååì

lim
x→2

(
4

x2 − 4
− 1

x− 2

)
[∞−∞]

= lim
x→2

4− (x+ 2)

x2 − 4
= lim

x→2

2− x
x2 − 4

[ë]
=

= lim
x→2

−1

2x
= −1

4
.

152. Èìååì

lim
x→0

(
1

sinx
− 1

x

)
[∞−∞]

= lim
x→0

x− sinx

x sinx

[ë]
= lim

x→0

1− cosx

sinx+ x cosx

[ë]
=

= lim
x→0

sinx

cosx+ cosx− x sinx
= 0.

153. Èìååì lim
x→+∞

(x− lnx)
[∞−∞]

= lim
x→+∞

x

(
1− lnx

x

)
= +∞,

òàê êàê lim
x→+∞

lnx

x
= 0.

154. Èìååì

lim
x→0

(
ctg x− 1

x

)
[∞−∞]

= lim
x→0

x cosx− sinx

x sinx

[ë]
= lim

x→0

cosx− x sinx− cosx

x cosx+ sinx
=

= lim
x→0

−x sinx

x cosx+ sinx

[ë]
= lim

x→0

− sinx− x cosx

cosx− x sinx+ sinx
= 0.

155. Èìååì

lim
x→0

(
1

x
− 1

ex − 1

)
[∞−∞]

= lim
x→0

ex − 1− x
x(ex − 1)

[ë]
= lim

x→0

ex − 1

ex − 1 + xex
[ë]
=
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= lim
x→0

ex

2ex + xex
=

1

2
.

156. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â òî÷êå x = 0, ïî-

ñêîëüêó lim
x→0

(
1

x
− 1

ex − 1

)
=

1

2
(ñì. ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó). Äà-

ëåå, ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíîé â òî÷êå x = 0:

f ′(0) = lim
x→0

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0

1
x −

1
ex−1 −

1
2

x
=

= lim
x→0

2ex − 2− x− xex

2x2(ex − 1)

[ë]
= lim

x→0

2ex − 1− ex − xex

4x(ex − 1) + 2x2ex
[ë]
=

lim
x→0

−xex

4(ex − 1) + 2x2ex + 8xex
[ë]
= lim

x→0

−ex − xex

12ex + 12xex + 2x2ex
= − 1

12
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x = 0 è
f ′(0) = − 1

12 .

157. Èìååì

lim
x→+0

(xµ lnx)
[0·∞]
= lim

x→+0

lnx

x−µ
[ë]
= lim

x→+0

1
x

−µx−µ−1
= lim

x→+0

1

−µx−µ
= 0.

158. Èìååì

lim
x→+∞

(π − 2 arctg x)ex
[0·∞]
= lim

x→+∞

π − 2 arctg x

e−x
[ë]
= lim

x→+∞

−2
1+x2

−e−x
=

= 2 lim
x→+∞

ex

1 + x2
= +∞.

159. Èìååì lim
x→+∞

x
1
x

[∞0]
= e

lim
x→+∞

lnx
x [ë]

= e
lim

x→+∞

1/x
1 = e0 = 1.

160. Èìååì

lim
x→+∞

(x+ 2x)
1
x

[∞0]
= e

lim
x→+∞

ln(x+2x)
x [ë]

= e
lim

x→+∞
1+2x ln 2
x+2x =

= e
lim

x→+∞

1
2x

+ln 2
x
2x

+1 = eln 2 = 2.
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161. Èìååì lim
x→π

2

(tg x)cosx [∞0]
= e

lim
x→π

2

cosx·ln(tg x)
[0·∞]
=

= e
lim
x→π

2

ln(tg x)
1

cosx
[ë]
= e

lim
x→π

2

1
tg x·cos2 x

−− sinx
cos2 x = e

lim
x→π

2

cosx
sin2 x

= e0 = 1.

162. Èìååì lim
x→∞

(
tg

πx

2x+ 1

) 1
x [∞0]

= e
lim
x→∞

ln
(

tg
πx

2x+1

)
x [ë]

=

= e
lim
x→∞

( πx
2x+1)

′

tg
πx

2x+1 ·cos2 πx
2x+1 = e

lim
x→∞

π(2x+1)−2πx
(2x+1)2

sin
πx

2x+1 ·cos
πx

2x+1 =

= e
lim
x→∞

 π
2x+1

sin
2πx

2x+1

· 2
2x+1


.

Ïðèìåíÿÿ òîæäåñòâî sinα = sin(π − α) ïðè α =
2πx

2x+ 1
, ïîëó-

÷èì: sin
2πx

2x+ 1
= sin

π

2x+ 1
, ïîýòîìó

e
lim
x→∞

 π
2x+1

sin
2πx

2x+1

· 2
2x+1


= e

lim
x→∞

 π
2x+1

sin
π

2x+1
· 2
2x+1


= e1·0 = 1.

163. Èìååì lim
x→0

(
sinx

x

) 1
x2 [1∞]

= e
lim
x→0

(
sinx
x −1

)
1
x2

=

= e
lim
x→0

sinx−x
x3 [ë]

= e
lim
x→0

cosx−1
3x2 [ë]

= e
lim
x→0

− sinx
6x [ë]

= e
lim
x→0

− cosx
6 = e−

1
6 .

164. lim
x→0

(
arctg x

x

) 1
x2 [1∞]

= e
lim
x→0

arctg x
x
−1

x2
= e

lim
x→0

arctg x−x
x3 [ë]

=

[ë]
= e

lim
x→0

1
1+x2−1

3x2
= e

lim
x→0

1−(1+x2)
3x2

= e−
1
3 .

165. Èìååì lim
x→0

(
(1 + x)

1
x

e

) 1
x

[1∞]
= e

lim
x→0

1
x ln

(
(1+x)

1
x

e

)
=

= e
lim
x→0

1
x

(
1
x ln(1+x)−1

)
= e

lim
x→0

ln(1+x)−x
x2 [ë]

= e
lim
x→0

1
1+x−1

2x =

131



= e
lim
x→0

−x
2x(1+x) = e−

1
2 .

166. Èìååì lim
x→π

4

(tg x)tg 2x [1∞]
= e

lim
x→π

4

(tg 2x ln(tg x))

=

e
lim
x→π

4

ln(tg x)
(tg 2x)−1 [ë]

= e

lim
x→π

4

1
tg x ·

1
cos2 x

− 1
tg2 2x

· 2
cos2 2x = (òàê êàê 1

tg x ·
1

cos2 x
→ 2)

= e
lim
x→π

4

(− sin2 2x)

= e−1.

167. Ïóñòü t = arcsinx ⇒ x = sin t, òîãäà

lim
x→0

(
arcsinx

x

) 1
x2

= lim
t→0

(
t

sin t

) 1
sin2 t [1∞]

= e
lim
t→0

ln
t

sin t
sin2 t

[ë]
=

= e
lim
t→0

sin t
t

(
t

sin t

)′
2 sin t cos t = e

1
2 lim
t→0

sin t−t cos t
t sin2 t

[ë]
= e

1
2 lim
t→0

t sin t
sin2 t+2t sin t cos t =

= e
1
2 lim
t→0

t
sin t+2t cos t = e

1
2 lim
t→0

1
sin t
t

+2 cos t = e
1
6 .

168. Ïî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ (x � ïàðàìåòð) èìååì

lim
h→0

f(x+ h) + f(x− h)− 2f(x)

h2

[ë]
=

= lim
h→0

(f(x+ h) + f(x− h)− 2f(x))′h
(h2)′h

=

= lim
h→0

f ′(x+ h)− f ′(x− h)

2h
=

(âòîðîé ðàç ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ ïðèìåíÿòü íåëüçÿ, ïîñòóïèì
èíà÷å)

=
1

2
lim
h→0

(
f ′(x+ h)− f ′(x)

h
+
f ′(x)− f ′(x− h)

h

)
=

=
1

2
(f ′′(x) + f ′′(x)) = f ′′(x).
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Çàìå÷àíèå. Äâóêðàòíîå ïðèìåíåíèå ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ
çäåñü, âîîáùå ãîâîðÿ, íåïðàâîìåðíî, ò. ê. èç òîãî, ÷òî f(x)
äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x, íå âûòåêàåò, ÷òî f(x)
äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êàõ x− h è x+ h.

169. Çäåñü èìååì íåîïðåäåë¼ííîñòü ∞∞ , íî ïðåäåë îòíîøå-

íèÿ ïðîèçâîäíûõ
2 + 3 cosx

1− 4 sinx
íå ñóùåñòâóåò, ïîòîìó ÷òî íå ñó-

ùåñòâóþò ïðåäåëû lim
x→∞

sinx è lim
x→∞

cosx. Ïðåäåë ìîæíî âû÷èñ-

ëèòü òàê: lim
x→∞

2x+ 3 sinx

x+ 4 cosx
= lim

x→∞

2 + 3 sinx
x

1 + 4 cosx
x

= 2.

170. Âñå óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ âûïîë-
íåíû, êðîìå îäíîãî: íå ñóùåñòâóåò ïðåäåë îòíîøåíèÿ ïðîèç-
âîäíûõ:

lim
x→0

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→0

2x sin 1
x − cos 1

x

cosx
.

Â òî æå âðåìÿ ïðåäåë ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ:

lim
x→0

x2 sin 1
x

sinx
= lim

x→0

x2 sin 1
x

x
= lim

x→0

(
x sin

1

x

)
= 0.

171. Ïðåäåë ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ áåç ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ:

lim
x→∞

x− sinx

x+ sinx
= lim

x→∞

1− sinx
x

1 + sinx
x

= 1. À âîò ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ

çäåñü íå ïðèìåíèìî, ò. ê. íå ñóùåñòâóåò ïðåäåë îòíîøåíèÿ ïðî-

èçâîäíûõ lim
x→∞

1− cosx

1 + cosx
.

172. Â äàííîì ¾èñêóññòâåííîì¿ ïðèìåðå áåçäóìíîå
ïðèìåíåíèå ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ ïðèâîäèò ê áåñêîíå÷íîìó
ïîâòîðåíèþ-çàöèêëèâàíèþ:

lim
x→+∞

ex

e2x

[ë]
= lim

x→+∞

ex

2e2x

[ë]
= lim

x→+∞

ex

4e2x

[ë]
= ...

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñëå ñîêðàùåíèÿ äðîáè ñòàíîâèòñÿ î÷åâèä-

íî, ÷òî lim
x→+∞

1

ex
= 0.

173. Íå ñóùåñòâóåò. Ôîðìàëüíîå ïðèìåíåíèå ïðàâèëà Ëî-
ïèòàëÿ ïðèâîäèò ê ¾çàöèêëèâàíèþ¿:

lim
x→∞

x√
1 + x2

[ë]
= lim

x→∞

1
x√

1+x2

= lim
x→∞

√
1 + x2

x

[ë]
= lim

x→∞

x√
1 + x2

[ë]
= ...
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Çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

lim
x→∞

x√
1 + x2

[∞∞ ]
= lim

x→∞

x

|x|
√

1
x2 + 1

.

Ýòîò ïðåäåë ðàâåí 1 ïðè x → +∞, íî îí æå ðàâåí (−1) ïðè
x→ −∞, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò åäèíñòâåííîñòè ïðåäåëà è äîêàçû-
âàåò åãî íåñóùåñòâîâàíèå.

174. Íå ïðèìåíèìî. Çäåñü íàðóøåíî òðåáîâàíèå îäíîâðå-
ìåííîãî íåîáðàùåíèÿ â íóëü ïðîèçâîäíûõ ïðè x → +∞.
Êàê ðàç ïðè x = πk (k = 0, 1, 2, ...) (f ′(x))2 + (g′(x))2 = 0,
òàê êàê f ′(x) = sinx(−5e−2x − 2x sinxe−x

2
+ 2 cosxe−x

2
),

g′(x) = sinx(−2e−x).

175. Èìååì íåîïðåäåë¼ííîñòü âèäà
∞
∞

ïðè x → +∞. Ïðè-

ìåíèì ôîðìàëüíî ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ:

lim
x→+∞

f ′(x)

g′(x)
= lim

x→+∞

2 + 2 cos 2x

(2 + 2 cos 2x)esinx + (2x+ sin 2x)esinx cosx
=

= lim
x→+∞

4 cos2 x

esinx(4 cos2 x+ (2x+ sin 2x) cosx)
=

= lim
x→+∞

4 cosx

esinx(4 cosx+ 2x+ sin 2x)
=

= lim
x→+∞

4 cosx
x

esinx
(
1 + 4 cosx+sin 2x

x

) = 0.

Îäíàêî ïðåäåë lim
x→+∞

f(x)

g(x)
íå ñóùåñòâóåò: ðàññìîòðèì äâå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè àðãóìåíòîâ {x′n} = {2πn} è {x′′n} ={π
2

+ 2πn
}
. Òîãäà x′n → +∞ ïðè n → +∞, x′′n → +∞ ïðè

n→ +∞; ïðè ýòîì

lim
n→+∞

f(x′n)

g(x′n)
= lim

n→+∞

1 + 4πn

4πn
= 1,

lim
n→+∞

f(x′′n)

g(x′′n)
= lim

n→+∞

1 + π + 4πn

(π + 4πn) · e
=

1

e
.
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Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ çäåñü íå ïðèìåí�èìî, ïîñêîëüêó îäíèì èç
óñëîâèé òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå îòëè÷èÿ îò íóëÿ ïðîèçâîä-
íîé ôóíêöèè g(x) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a; â äàííîì

ñëó÷àå g′(x) îáðàùàåòñÿ â 0 â òî÷êàõ âèäà
π

2
+πn, êîòîðûå åñòü

â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè +∞.
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7 ÑÅÌÈÍÀÐ: Ôîðìóëà Òåéëîðà

Èëîí Ìàñê âûðàçèë îïàñåíèå, ÷òî ÈÈ ìîæåò ñòàòü
�áåññìåðòíûì äèêòàòîðîì�, îò êîòîðîãî íèêòî íå óáåæèò.
Èñòîðèÿ, ïî ñëîâàì áèçíåñìåíà, çíàåò òàêèõ äèêòàòîðîâ êàê
Ãèòëåð è Ìóññîëèíè, íî îíè áûëè ñìåðòíûìè, èñêóññòâåííûé

æå èíòåëëåêò ñîçäàñò ïîñòîÿííóþ ñòðóêòóðó óãíåòåíèÿ.

Ñòàòüÿ ¾Â Google îáðàòèëèñü ê ò¼ìíîé
ñòîðîíå èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà¿,

2020 ã.

Äîìàøíåå çàäàíèå (èç äàííîãî ïîñîáèÿ): 176, 177, 181,
183�186, 188, 193, 194, 196�199, 208, 209, 211, 214, 218, 220.

7.1 Ïîíÿòèå ìíîãî÷ëåíà Òǻéëîðà, îñòàòî÷íîãî
÷ëåíà

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ïðèáëèæåíèè ôóíêöèè f(x) â îêðåñò-
íîñòè òî÷êè x0 àëãåáðàè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì n-îé ñòåïåíè
Pn(x) = a0 +a1(x−x0)+ ...+an(x−x0)n. Åñòåñòâåííî ïðåäïîëî-
æèòü, ÷òî ÷åì áîëüøå ïðîèçâîäíûõ, âêëþ÷àÿ ïðîèçâîäíóþ íó-
ëåâîãî ïîðÿäêà, ñîâïàäàþò ó äâóõ ôóíêöèé â íåêîòîðîé òî÷êå,
òåì ëó÷øå ýòè ôóíêöèè àïïðîêñèìèðóþò äðóã äðóãà â îêðåñò-
íîñòè ýòîé òî÷êè. Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ëåãêî óáåäèòü-
ñÿ â òîì, ÷òî ëþáîé ìíîãî÷ëåí Pn(x) â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå
x ïðåäñòàâèì â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî öåëûì íåîòðèöàòåëüíûì
ñòåïåíÿì (x− x0):

Pn(x) = Pn(x0) +
P ′n(x0)

1!
(x− x0) + ...+

P
(n)
n (x0)

n!
(x− x0)n.

Åñëè äàíà ôóíêöèÿ f(x), èìåþùàÿ â òî÷êå x0 âñå ïðîèçâîä-
íûå äî ïîðÿäêà n âêëþ÷èòåëüíî, òî âñåãäà ìîæíî âûïèñàòü
ìíîãî÷ëåí

Pn(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) + ...+

f (n)(x0)

n!
(x− x0)n, (1)

ïðîèçâîäíûå êîòîðîãî äî ïîðÿäêà n âêëþ÷èòåëüíî â òî÷êå x0

ñîâïàäàþò ñ ïðîèçâîäíûìè ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîðÿäêà ôóíê-
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öèè f(x) â òî÷êå x0. Àëãåáðàè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí, çàäàííûé ñî-
îòíîøåíèåì (1), íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì Òǻéëîðà ïîðÿäêà n
ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0. Ìíîãî÷ëåí íàçâàí â ÷åñòü Áðóêà Òåé-
ëîðà1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Rn(x0, x) = f(x)−Pn(x) âåëè÷èíó óêëîíå-
íèÿ ìíîãî÷ëåíà Pn(x) îò ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0. Îíà íàçû-
âàåòñÿ n-ûì îñòàòêîì, èëè n-ûì îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì, ôîð-
ìóëû Òåéëîðà:

f(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) +

f ′′(x0)

2!
(x− x0)2 + ...+

+
f (n)(x0)

n!
(x− x0)n +Rn(x0, x) =

=

n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k +Rn(x0, x). (2)

Âåëè÷èíà îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà îïðåäåëÿåò òî÷íîñòü àïïðîêñèìà-
öèè ôóíêöèè f(x) â îêðåñòíîñòè x0. Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëó
Òåéëîðà ïðè x0 = 0 ÷àñòî íàçûâàþò ôîðìóëîé Ìàêëî́ðåíà2.

7.2 Ëîêàëüíàÿ ôîðìóëà Òǻéëîðà. Ôîðìû îñòà-
òî÷íîãî ÷ëåíà

Ôîðìóëà Òåéëîðà èñïîëüçóåòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå áîëüøî-
ãî ÷èñëà òåîðåì â äèôôåðåíöèàëüíîì èñ÷èñëåíèè. Ïî ôîð-
ìóëå Òåéëîðà ìîæíî ðàñêëàäûâàòü ôóíêöèè êàê îäíîé, òàê
è íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ3. Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ïðèâåäåíû
óñëîâèÿ, äîñòàòî÷íûå äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèþ îäíîé äåé-
ñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé ìîæíî áûëî ïðèáëèçèòü â îêðåñòíî-
ñòè çàäàííîé òî÷êè ìíîãî÷ëåíîì Òåéëîðà (ñ îïðåäåë¼ííîé òî÷-
íîñòüþ).

1Á. Òåéëîð (àíãë. Brook Taylor, 1685�1731) � àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê,
÷ëåí Ëîíäîíñêîãî êîðîëåâñêîãî îáùåñòâà. Âûâåë â 1712 îáùóþ ôîðìóëó
äëÿ ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé â ñòåïåíí�ûå ðÿäû.

2Êî́ëèí Ìàêëî́ðåí (àíãë. Colin Maclaurin, 1698�1746) � øîòëàíäñêèé,
àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê.

3Ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ îáû÷íî èçó÷àþòñÿ âî âòîðîì ñåìåñòðå.
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Ò1 (ëîêàëüíàÿ ôîðìóëà Òǻéëîðà). Ïóñòü: 1) ôóíêöèÿ f(x)
îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0; 2) f(x) èìååò
â ýòîé îêðåñòíîñòè ïðîèçâîäíûå äî (n − 1)-ãî ïîðÿäêà âêëþ-
÷èòåëüíî: f ′(x), ..., f (n−1)(x); 3) â òî÷êå x0 ñóùåñòâóåò êîíå÷-
íàÿ ïðîèçâîäíàÿ f (n)(x0). Òîãäà âñþäó â óêàçàííîé îêðåñòíî-
ñòè ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå (2).

Çàìå÷àíèå 1. Ïðè óêàçàííûõ óñëîâèÿõ ïðåäñòàâëåíèå (2)
åäèíñòâåííî.

Çàìå÷àíèå 2. Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ n-ãî
îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà, â èõ ÷èñëå:

• Rn(x0, x) = o((x − x0)n) � îñòàòî÷íûé ÷ëåí â àñèìïòîòè-
÷åñêîé ôîðìå (ïðè x→ x0), èëè â ôîðìå Ïåà́íî1.

Ïðè áîëåå ñèëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ, êîãäà ôóíêöèÿ f(x) èìå-
åò â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ïðîèçâîäíóþ (n + 1)-ãî ïîðÿäêà è
p > 0 � ïðîèçâîëüíî, íàéä¼òñÿ òî÷êà ξ, ëåæàùàÿ ìåæäó x0 è
x, òàêàÿ ÷òî

• Rn(x0, x) =

(
x− x0

x− ξ

)p (x− ξ)n+1

n! p
f (n+1)(ξ) =

= (1− θ)n+1−p f
(n+1)(x0 + θ(x− x0))

n! p
· (x− x0)n+1,

ãäå ξ = x0 + θ(x − x0), 0 < θ < 1 � îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìå
Øëëìèëüõà�Ð�îøà2.

Ïîëàãàÿ â í¼ì p = n+1, ïîëó÷àåì îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìå
Ëàãðàíæà3:

• Rn(x0, x) =
f (n+1)(x0 + θ1(x− x0))

(n+ 1)!
· (x−x0)n+1, ãäå 0 < θ1

< 1;

1Äæóçåïïå Ïåàíî (èòàë. Guiseppe Peano, 1858-1932) � èòàëüÿíñêèé ìà-
òåìàòèê.

2Îñêàð Êñàâåð Øëëìèëüõ (íåì. Oskar Xawer Schlömilch, 1823�1901) �
íåìåöêèé ìàòåìàòèê, ÷ëåí Ñàêñîíñêîé Àêàäåìèè íàóê.

3Æîçåô Ëóè Ëàãðàíæ (ôð. Joseph Louis Lagrange, 1736�1813) � ôðàí-
öóçñêèé ìàòåìàòèê, àñòðîíîì è ìåõàíèê èòàëüÿíñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ.
Íàðÿäó ñ Ýéëåðîì � ëó÷øèé ìàòåìàòèê XVIII âåêà.
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à ïîëàãàÿ p = 1, ïîëó÷àåì îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìå Êîøè1:

• Rn(x0, x) = (1 − θ2)n
f (n+1)(x0 + θ2(x− x0))

n!
· (x − x0)n+1,

ãäå 0 < θ2 < 1.

7.3 Ðÿä Òåéëîðà (Ìàêëîðåíà). Ðàçëîæåíèå ôóíê-
öèé â ñòåïåííû́å ðÿäû

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðó-
åìà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, òîãäà ñòåïåííî́é ðÿä2

+∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)n

íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Òǻéëîðà ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0, à f(x)
íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé ýòîãî ðÿäà.

Â ñëó÷àå x0 = 0 ðÿä íàçûâàåòñÿ òàêæå ðÿäîì Ìàêëî́ðåíà.

Çàìå÷àíèå. Ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé èç òåîðèè ñòåïåí-

íûõ ðÿäîâ. Ñòåïåííîé ðÿä
+∞∑
n=0

an(x − x0)n íàçûâàþò ñõîäÿùèì-

ñÿ â òî÷êå x, åñëè â ýòîé òî÷êå ñõîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì Sn(x) =
n∑
k=0

ak(x − x0)k. Ïðè ýòîì ïðåäåë

S(x) = lim
n→+∞

Sn(x) íàçûâàåòñÿ ñóììîé ðÿäà â òî÷êå x, à ñîâîêóï-

íîñòü âñåõ çíà÷åíèé x, ïðè êîòîðûõ ðÿä ñõîäèòñÿ, íàçûâàåòñÿ îá-
ëàñòüþ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà. Â îáëàñòè ñõîäèìîñòè ñóììó
ðÿäà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå S(x) = Sn(x) + Rn(x), ãäå Sn(x) �
n-ÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà, à Rn(x) � n-é îñòàòîê ðÿäà.

Îáëàñòü ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà èìååò âèä èíòåðâàëà
(x0 − R, x0 + R) � êîíå÷íîãî èëè áåñêîíå÷íîãî � ñ öåíòðîì â òî÷êå
x0, ãäå ÷èñëî R íàçûâàþò ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè3. Ïîçæå ïðè èçó÷å-

1Îãþñòǻí Ëóè Êîøè́ (ôð. Augustin Louis Cauchy, 1789�1857) � âåëèêèé
ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê, ÷ëåí Ïàðèæñêîé àêàäåìèè íàóê, Ëîíäîíñêîãî
êîðîëåâñêîãî îáùåñòâà, Ïåòåðáóðãñêîé àêàäåìèè íàóê è äðóãèõ àêàäåìèé.

2Ðÿä âèäà
+∞∑
n=0

an(x−x0)n, ãäå êîýôôèöèåíòû ðÿäà an ∈ R, öåíòð x0 ∈ R.
3Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà ìîæåò áûòü íàéäåí ïî ôîðìóëå

Êîøè-Àäàìàðà:
1

R
= lim
n→∞

n
√
|an|.

139



íèè ñòåïåííûõ ðÿäîâ áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ëþáîé ñòåïåííîé ðÿä âíóò-
ðè ñâîåãî èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè ìîæíî ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü
(èíòåãðèðîâàòü) ëþáîå ÷èñëî ðàç, ïðè÷¼ì ïðîäèôôåðåíöèðîâàííûé
(ïðîèíòåãðèðîâàííûé) ðÿä áóäåò ñõîäèòüñÿ ê ïðîèçâîäíîé (ïåðâîîá-
ðàçíîé) ñóììû ðÿäà:

S′(x) =

+∞∑
n=1

nan(x− x0)n−1,

∫
S(x)dx =

+∞∑
n=0

an
(x− x0)n+1

n+ 1
+ C.

Ðÿä Òåéëîðà ÿâëÿåòñÿ ñòåïåííûì ðÿäîì, ïîýòîìó åñòåñòâåí-
íî âîçíèêàåò âîïðîñ, âñåãäà ëè â ñâîåé îáëàñòè ñõîäèìîñòè ýòîò
ðÿä ñõîäèòñÿ èìåííî ê ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè, ò. å. ñïðàâåä-
ëèâî

f(x) =
+∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)n (3)

(â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) ìîæåò áûòü ðàçëî-
æåíà â ðÿä Òåéëîðà). Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàþò äâå òåîðåìû.

Ò2 (íåîáõîäèìîå óñëîâèå ðàçëîæèìîñòè ôóíêöèè â ñòå-

ïåííîé ðÿä). Åñëè ôóíêöèÿ f(x) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñòåïåííîé
ðÿä, òî îíà èìååò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå âñåõ ïîðÿäêîâ
âíóòðè èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè.

Ñëåäñòâèå. Ðàçëîæåíèå ôóíêöèè â ñòåïåííîé ðÿä åäèí-
ñòâåííî.

Â ñàìîì äåëå, ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñòåïåííîé

ðÿä: f(x) =
+∞∑
n=0

an(x− x0)n. Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî ñòåïåííîé ðÿä âíóò-

ðè èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè ìîæíî ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü ïðîèç-

âîëüíîå ÷èñëî ðàç, íàéä¼ì êîýôôèöèåíòû an, n = 0, 1, 2, ... Äëÿ ýòîãî

ïîäñòàâèì â ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî x = x0 è ïîëó÷èì a0 = f(x0). Ïðî-

äèôôåðåíöèðîâàâ ðàâåíñòâî îäèí ðàç f ′(x) =
+∞∑
n=1

nan(x − x0)n−1 è

ïîäñòàâèâ â íåãî x = x0, íàéä¼ì a1 = f ′(x0). Äèôôåðåíöèðóÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíî è ïîäñòàâëÿÿ êàæäûé ðàç x0 âìåñòî x, íàéä¼ì êîýôôè-

öèåíòû a2 =
f ′′(x0)

2!
, a3 =

f ′′′(x0)

3!
è ò. ä. Òàêèì îáðàçîì, ðàçëîæåíèå

ôóíêöèè â ñòåïåííîé ðÿä ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà ýòîé ôóíêöèè.

Îäíàêî óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèå íåïðåðûâíûõ ïðîèçâîäíûõ

140



âñåõ ïîðÿäêîâ âíóòðè èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè íå ÿâëÿåòñÿ äî-

ñòàòî÷íûì äëÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà Òåéëîðà ê ïðîèçâîäÿùåé

ôóíêöèè (à íå ê êàêîé-ëèáî äðóãîé): ñóùåñòâóþò áåñêîíå÷íî
äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, ðÿä Òåéëîðà êîòîðûõ ñõîäèòñÿ,
íî ïðè ýòîì îòëè÷àåòñÿ îò ôóíêöèè â ëþáîé îêðåñòíîñòè x0.
Êîøè ïðåäëîæèë ñëåäóþùèé ïðèìåð.

Ïðèìåð 59. Ôóíêöèÿ

f(x) =

{
e−

1
x2 , åñëè x 6= 0;

0, åñëè x = 0,

èìååò âñå ïðîèçâîäíûå â íóëå ðàâíûìè íóëþ: f ′(0) = lim
x→0

2
x3 e
− 1
x2 = 0

(îñòàëüíûå ïðîèçâîäíûå âû÷èñëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî). Ïîýòîìó êîýô-

ôèöèåíòû ðÿäà Òåéëîðà â òî÷êå x0 = 0 ðàâíû íóëþ: 0 + 0 · x+

0 · x2 + ... ≡ 0 6= e−
1
x2 . Â ñàìîé òî÷êå x0 = 0 ðÿä ñõîäèòñÿ (ê çíà÷å-

íèþ ôóíêöèè), íî ïðè ýòîì â ëþáîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè òàêîé

ðÿä ïî-ïðåæíåìó ñõîäèòñÿ ê íóëþ, à âîâñå íå ê çíà÷åíèþ ôóíêöèè

e−
1
x2 .1 �

Ò3 (íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðàçëîæèìî-

ñòè). Áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà èíòåðâàëå ñõîäèìîñòè
ôóíêöèÿ ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä Òåéëîðà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìóëå Òåéëîðà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ
ïðè n→ +∞:

Rn(x0, x)→ 0, n→ +∞.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ðàçëîæèìîñòè â ñòåïåííîé ðÿä áåñêîíå÷íî
äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè íà èíòåðâàëå ñõîäèìîñòè äîñòàòî÷-
íî, ÷òîáû âñå å¼ ïðîèçâîäíûå áûëè îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè:
|f (n+1)(x)| ≤ C äëÿ âñåõ n è âñåõ x ∈ (x0 − R, x0 + R). Äåéñòâè-
òåëüíî, òîãäà ïðè n→ +∞

|Rn(x0, x)| =
∣∣∣∣f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)n+1

∣∣∣∣ ≤ C

(n+ 1)!
Rn+1 → 0.

1Â ñâÿçè ñ ýòèì áûë äàæå âûäåëåí ñïåöèàëüíî êëàññ ¾õîðîøèõ¿ ôóíê-
öèé, êîòîðûå íàçâàëè àíàëèòè÷åñêèìè. Ïî îïðåäåëåíèþ, àíàëèòè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ (äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî) � ýòî ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ñîâïàäà-
åò ñî ñâîèì ðÿäîì Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè îáëàñòè ñõîäèìî-
ñòè.

141



Çàìå÷àíèå 1. Ôóíêöèþ, ðàçëîæèìóþ â ðÿä Òåéëîðà, ìîæíî
ïðèáëèçèòü ìíîãî÷ëåíîì Òåéëîðà ñ ëþáîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè,
äëÿ ýòîãî íàäî ëèøü âçÿòü äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ ðàç-
ëîæåíèÿ.1

Çàìå÷àíèå 2. Ðÿä Òåéëîðà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â äèôôåðåí-
öèàëüíîé ôîðìå

∆f(x0) = df(x0) +
d2f(x0)

2!
+
d3f(x0)

3!
+ ...+

dnf(x0)

n!
+ ...,

ãäå ∆f(x0) = f(x)− f(x0) � ïðèðàùåíèå ôóíêöèè2 â òî÷êå x0:

dnf(x0) = f (n)(x0)dxn = f (n)(x0)(x− x0)n.

7.4 Òàáëèöà ðàçëîæåíèé ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé
â ñòåïåííûå ðÿäû

Ïðèâåä¼ì òàáëèöó ðàçëîæåíèé îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíê-
öèé â ñòåïåííûå ðÿäû ïî öåëûì íåîòðèöàòåëüíûì ñòåïåíÿì x
(ñ óêàçàíèåì èõ îáëàñòè ñõîäèìîñòè):

• ex = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+ ... =

+∞∑
n=0

xn

n!
, x ∈ R;

• sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
− ... =

+∞∑
n=1

(−1)n−1 x2n−1

(2n− 1)!
, x ∈ R;

• cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
− ... =

+∞∑
n=0

(−1)n
x2n

(2n)!
, x ∈ R;

• ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− ... =

+∞∑
n=1

(−1)n−1x
n

n
, x ∈ (−1, 1];

1Ïîýòîìó èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ôóíêöèè f(x) â îáëàñòè ñõîäèìîñòè å¼
ðÿäà Òåéëîðà ÷àñòî ñâîäÿò ê áîëåå ïðîñòîé çàäà÷å èññëåäîâàíèÿ ïîâåäå-
íèÿ å¼ ìíîãî÷ëåíà Òåéëîðà, ïðè÷¼ì ÷åì âûøå ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà, òåì
òî÷íåå àïïðîêñèìàöèÿ. À åñëè ó÷åñòü, ÷òî ðàâåíñòâî (3) âíóòðè èíòåðâà-
ëà ñõîäèìîñòè ìîæíî ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü è èíòåãðèðîâàòü, òî
îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè ðÿäîâ Òåéëîðà ñóùåñòâåííî ðàñøèðÿåòñÿ.

2Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ôîðìóëà Òåéëîðà åñòü íå ÷òî èíîå êàê äîâåä¼ííàÿ
äî ëîãè÷åñêîãî çàâåðøåíèÿ èçâåñòíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè
(èëè ôîðìóëà êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé Ëàãðàíæà).
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• (1+x)m = 1+mx+
m(m− 1)

2!
x2+

m(m− 1)(m− 2)

3!
x3+... =

= 1 +
+∞∑
n=1

m(m− 1)(m− 2) · ... · (m− n+ 1)

n!
xn � áèíîìèàëü-

íîå ðàçëîæåíèå,1 m ∈ R, x ∈ (−1; 1) (ñõîäèìîñòü ðÿäà íà êîí-
öàõ èíòåðâàëà çàâèñèò îò m); â ÷àñòíîñòè,

ïðè m = −1:
1

1− x
= 1 + x+ x2 + x3 + ...+ xn + ...;

1

1 + x
= 1− x+ x2 − x3 + ...+ (−1)nxn + ...;

ïðè m =
1

2
:
√

1 + x = 1 +
1

2
x− 1

2 · 4
x2 +

1 · 3
2 · 4 · 6

x3 − ...

+(−1)n−1 (2n− 3)!!

(2n)!
xn + ...;

ïðè m = −1

2
:

1√
1 + x

= 1− 1

2
x+

1 · 3
2 · 4

x2 − 1 · 3 · 5
2 · 4 · 6

x3 + ...

+(−1)n
(2n− 1)!!

(2n)!!
xn + ...;

• tg x = x +
x3

3
+

2x5

15
+ ... =

+∞∑
n=1

B2n(−4)n(1− 4n)

(2n)!
x2n−1,

x ∈
(
−π

2
;
π

2

)
, ãäå B2n � ÷èñëà Áåðíóëëè;

• arctg x = x − x3

3
+
x5

5
− x7

7
+ ... =

+∞∑
n=1

(−1)n−1 x
2n−1

2n− 1
,

x ∈ (−1; 1);

• arcsinx = x+
1

2
· x

3

3
+

1 · 3
2 · 4

· x
5

5
+

1 · 3 · 5
2 · 4 · 6

· x
7

7
+ ... =

= x+
+∞∑
n=1

(2n− 1)!! x2n+1

(2n)!!(2n+ 1)
, x ∈ [−1, 1].

• shx = x+
x3

3!
+
x5

5!
+ ... =

+∞∑
n=0

x2n+1

(2n+ 1)!
, x ∈ R;

1Ïðè m ∈ N ïîëó÷àåì, â ÷àñòíîñòè, áèíîì Íüþòîíà.
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• chx = 1 +
x2

2!
+
x4

4!
+ ... =

+∞∑
n=0

x2n

(2n)!
, x ∈ R;

• thx = x − x3

3
+

2x5

15
− ... =

+∞∑
n=1

B2n4n(4n − 1)

(2n)!
x2n−1,

x ∈
(
−π

2
;
π

2

)
, ãäå B2n � ÷èñëà Áåðíóëëè.

Ïðèìåð 60. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, âîïðîñ î ðàçëîæåíèè ôóíê-
öèè arcsinx â ðÿä ïî öåëûì íåîòðèöàòåëüíûì ñòåïåíÿì x. Íåïîñðåä-
ñòâåííîå ñîñòàâëåíèå ðÿäà Òåéëîðà çäåñü áûëî áû çàòðóäíèòåëüíî
ââèäó âåñüìà ãðîìîçäêèõ âûðàæåíèé ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðîèçâîä-
íûõ arcsinx. Èñïîëüçîâàíèå áèíîìèíàëüíîãî ðÿäà ïðèm = −0, 5 ïîç-
âîëÿåò îáîéòè ýòó òðóäíîñòü. Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ðàçëîæèòü â
ñòåïåííîé ðÿä ïðîèçâîäíóþ àðêñèíóñà � áîëåå ïðîñòàÿ çàäà÷à. Âîçü-
ì¼ì ãîòîâîå ðàçëîæåíèå

1√
1 + x

= 1 +

+∞∑
n=1

(−1)n
(2n− 1)!!

(2n)!!
xn

è, çàìåíèâ â í¼ì x íà (−x2), ïîëó÷èì ðàçëîæåíèå

(arcsinx)′ =
1√

1− x2
= 1 +

+∞∑
n=1

(2n− 1)!!

(2n)!!
x2n.

Èíòåãðèðóÿ ýòî ðàâåíñòâî â ïðåäåëàõ îò 0 äî x, ãäå −1 < x < 1,
íàõîäèì èñêîìîå ðàçëîæåíèå:

arcsinx = x+

+∞∑
n=1

(2n− 1)!! x2n+1

(2n)!!(2n+ 1)
. �

7.5 Òàáëèöà ðàçëîæåíèé ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé
ïî ôîðìóëå Ìàêëîðåíà. Ôîðìóëà Òåéëîðà íà
ïðîìåæóòêå

Åñëè ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé, íî
óäîâëåòâîðÿåò â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 = 0 óñëîâèÿì ôîðìóëû
Òåéëîðà, òî äëÿ íå¼ ìîæíî âûïèñàòü â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè
ëîêàëüíóþ ôîðìóëó Ìàêëî́ðåíà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå
Ïåàíî:

f(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 + ...+

f (n)(0)

n!
xn + o(xn).
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Ñ ïîìîùüþ ýòîé ôîðìóëû ïîëó÷àåì â îêðåñòíîñòè íóëÿ óæå
èçâåñòíûå ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé:

• ex = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+ ...+

xn

n!
+ o(xn);

• sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
− ...+ (−1)n−1 x2n−1

(2n− 1)!
+ o(x2n);

• cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
− ...+ (−1)n

x2n

(2n)!
+ o(x2n+1);

• ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− ...+ (−1)n−1x

n

n
+ o(xn);

• (1+x)m = 1+mx+
m(m− 1)

2!
x2 +

m(m− 1)(m− 2)

3!
x3 + ...

+
m(m− 1)(m− 2) · ... · (m− n+ 1)

n!
xn + o(xn);

• arctg x = x− x3

3
+
x5

5
− ...+ (−1)n−1 x

2n−1

2n− 1
+ o(x2n);

• arcsinx = x+
1

2
· x

3

3
+

1 · 3
2 · 4

· x
5

5
+

1 · 3 · 5
2 · 4 · 6

· x
7

7
+ ...

...+
(2n− 1)!! x2n+1

(2n)!!(2n+ 1)
+ o(x2n+2).

Ïðèâåä¼ì â çàêëþ÷åíèå òåîðåìó î ðàçëîæåíèè ôóíêöèè ïî
ôîðìóëå Òåéëîðà íà êîíå÷íîì îòðåçêå.

Ò4 (ôîðìóëà Ò�åéëîðà íà ïðîìåæóòêå). Ïóñòü: 1) ôóíêöèÿ
f(x) îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [x0, b]; 2) f(x) èìååò íà [x0, b] íåïðå-
ðûâíûå ïðîèçâîäíûå f ′(x), ..., f (n)(x); 3) íà èíòåðâàëå (x0, b)
ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ïðîèçâîäíàÿ f (n+1)(x). Òîãäà äëÿ ëþáîãî
x ∈ [x0, b] è ëþáîãî p > 0 íàéä¼òñÿ òàêîå ÷èñëî θ ∈ (0, 1), ÷òî
ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

f(x) =

n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k +Rn(x). (4)

Çàìå÷àíèå. Ðàçëîæåíèå ïî ôîðìóëå Òåéëîðà ìîæíî èñïîëü-
çîâàòü äëÿ âû÷èñëåíèÿ âûñøèõ ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå ðàçëîæå-
íèÿ (áåç íåïîñðåäñòâåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ).
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Ñïîñîáû ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé ïî ôîðìóëå Òåéëî-
ðà. Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò äâà îñíîâ-
íûõ ñïîñîáà ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé ïî ôîðìóëå Òåéëîðà. Ïåð-
âûé ñïîñîá � ýòî èñïîëüçîâàíèå íàïðÿìóþ ôîðìóëû Òåéëîðà,
íàõîæäåíèå ïðîèçâîäíûõ äî íóæíîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî
è ò. ä. Âòîðîé ïîäõîä, óáûñòðÿþùèé ðåøåíèå è ÷àñòî îêàçû-
âàþùèéñÿ áîëåå ýôôåêòèâíûì, � ýòî èñïîëüçîâàíèå ãîòîâûõ
(ñòàíäàðòíûõ) ðàçëîæåíèé ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé, ñâåäåíèå
çàäà÷è ê íèì. Êðîìå ýòîãî, èñïîëüçóþò ëþáóþ âîçìîæíîñòü
ïðåîáðàçîâàòü ôóíêöèþ ê âèäó, áîëåå óäîáíîìó äëÿ ïîñëåäó-
þùåãî ðàçëîæåíèÿ.

×òîáû ñðàâíèòü ýòè ïîäõîäû, îöåíèòü äîñòîèíñòâà è íåäî-
ñòàòêè êàæäîãî èç íèõ, íåîáõîäèìî ðåøèòü íå îäíó çàäà÷ó. Òåì
íå ìåíåå, ïðîäåìîíñòðèðóåì ðàçíûå ïîõîäû íà ñëåäóþùåì ïðî-
ñòîì ïðèìåðå.

Ïðèìåð 61. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) = sin2 x äî ÷ëåíîâ 3-ãî ïî-
ðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ïåàíî â îêðåñò-
íîñòè òî÷êè x = 0.

Ðåøåíèå. 1-é ñïîñîá (ñòàíäàðòíûé, ïî ôîðìóëå Ìàêëîðåíà). Â
îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 0 èìååì ðàçëîæåíèå:

sin2 x = f(0) +
f ′(0)

1!
· x+

f ′′(0)

2!
· x2 +

f ′′′(0)

3!
· x3 +

f (4)(0)

4!
· x4 + o(x)4.

Âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè è ïðîèçâîäíûõ äî 4-ãî ïîðÿäêà âêëþ-
÷èòåëüíî:

f(0) = sin2 0 = 0, f ′(x) = 2 sinx cosx = sin 2x
∣∣
x=0

= 0,

f ′′(x) = 2 cos 2x
∣∣
x=0

= 2, f ′′′(x) = −4 sin 2x
∣∣
x=0

= 0,

f (4)(x) = −8 cos 2x
∣∣
x=0

= −8.

Ïîäñòàâëÿÿ â èñõîäíîå âûðàæåíèå, ïîëó÷àåì èñêîìîå ðàçëîæåíèå:

sin2 x = x2 − x4

3
+ o(x4).

Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ ÷¼òíàÿ, òî îæèäàåìî îíà ðàñêëà-
äûâàåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ïî ÷¼òíûì ñòåïåíÿì x.

2-é ñïîñîá (ñâåäåíèå ê ñòàíäàðòíûì ðàçëîæåíèÿì). Âîñïîëüçî-
âàâøèñü ðàçëîæåíèåì ñèíóñà â îêðåñòíîñòè íóëÿ, ïîëó÷èì
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(sinx)2 =

(
x− x3

3!
+ o(x3)

)2

= x2 +
x6

36
+ o2(x3)− 2x · x

3

3!
+ 2x · o(x3)+

+2 · x
3

3!
· o(x3) = x2 − x4

3
+ o(x4),

ò. ê. âñå îñòàëüíûå ñëàãàåìûå åñòü o(x4).

3-é ñïîñîá. Ïðåîáðàçóÿ ôóíêöèþ ïî ôîðìóëå ïîíèæåíèÿ ñòåïåíè
sin2 x = 1

2 (1−cos 2x) è ðàñêëàäûâàÿ å¼ çàòåì ïî ôîðìóëå Ìàêëîðåíà,
ïðèõîäèì ê òîìó æå ðåçóëüòàòó:

sin2 x =
1

2
(1− cos 2x) =

1

2

(
1−

(
1− (2x)2

2!
+

(2x)4

4!
+ o(x4)

))
=

= x2 − x4

3
+ o(x4). �

Ñêîëüêî ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ âûïèñûâàòü? Ïðè ðåøå-
íèè çàäà÷ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Òåéëîðà (íàïðèìåð, ïðè âû-
÷èñëåíèè ïðåäåëîâ ôóíêöèé) ÷àñòî âîçíèêàåò âîïðîñ, ñêîëüêî
ñëàãàåìûõ óäåðæèâàòü â ðàçëîæåíèè, åñëè ýòî êîëè÷åñòâî íå
çàäàíî ïî óñëîâèþ. Êîíå÷íî, ýòî äîëæíî áûòü ñîãëàñîâàíî ñ
óñëîâèÿìè çàäà÷è, è ýòî âàæíûé âîïðîñ. Åñëè âû âûïèøåòå
ñëàãàåìûõ áîëüøå, ÷åì íóæíî, âû óâåëè÷èòå ñëîæíîñòü âû-
÷èñëåíèé. Íó, à åñëè âîçüì¼òå ñëàãàåìûõ ìåíüøå, ÷åì íåîá-
õîäèìî äëÿ êîððåêòíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è, òî ïðîñòî ïîëó÷èòå
íåâåðíûé îòâåò. Ýòî íàäî ïîìíèòü.

Ïðèìåð 62. [6, � 475] Íàéòè ïðåäåë lim
x→0

tg x− sinx

x3
.

Ðåøåíèå. Èçâåñòíû ñòàíäàðòíûå ðàçëîæåíèÿ òàíãåíñà è ñèíóñà â
îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 0:

tg x = x+
x3

3
+

2x5

15
+ o(x5), sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
+ o(x5).

Ìîæíî áûëî âûïèñàòü è áîëüøåå êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ, íî ñêîëüêî íà
ñàìîì äåëå íåîáõîäèìî? Äàâàéòå ïîðàññóæäàåì. ßñíî, ÷òî ðàñêëà-
äûâàòü ôóíêöèè tg x è sinx íóæíî ñ îäèíàêîâîé ¾òî÷íîñòüþ¿: ëèáî
âêëþ÷àÿ ÷ëåíû òîëüêî ñ x è íà ýòîì îñòàíîâèòüñÿ, à âîçìîæíî, ïî
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x3 âêëþ÷èòåëüíî, èëè äàæå óäåðæèâàòü âñå ÷ëåíû äî 5-ãî ïîðÿäêà?
Ïðîàíàëèçèðóåì ýòè âàðèàíòû.

Ïðåäïîëîæèì, ìû ïîäñòàâèì ñàìûå ¾êîðîòêèå¿ ðàçëîæåíèÿ
tg x = x+ o(x), sinx = x+ o(x), òîãäà ïðåäåë ïðèìåò âèä

lim
x→0

tg x− sinx

x3
= lim
x→0

(x+ o(x))− (x+ o(x))

x3
= lim
x→0

o(x)

x
· 1

x2
=?

Ïîëó÷èëè íåîïðåäåë¼ííîñòü 0 · ∞, íå î÷åíü ÿñíî, ÷òî äåëàòü äàëåå.

Åñëè ìû óäåðæèì â ðàçëîæåíèÿõ âñå ÷ëåíû ïî 3-þ ñòåïåíü âêëþ-
÷èòåëüíî, òî ïîëó÷èì

lim
x→0

tg x− sinx

x3
= lim
x→0

(
x+

x3

3
+ o(x3)

)
−
(
x− x3

6
+ o(x3)

)
x3

=

= lim
x→0

1
2x

3 + o(x3)

x3
=

1

2
.

Ìû íàøëè çíà÷åíèå ïðåäåëà, ýòî âåðíîå ðåøåíèå.

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî ìû áû âçÿëè áîëåå ïîäðîáíîå ðàçëîæåíèå,
âêëþ÷àÿ 5-å ñòåïåíè:

lim
x→0

tg x− sinx

x3
=

= lim
x→0

(
x+

x3

3
+

2x5

15
+ o(x5)

)
−
(
x− x3

6
+ x5

5! + o(x5)

)
x3

.

Òàê ðåøàòü ìîæíî, íî âûêëàäêè ñëîæíåå, à çà÷åì âñ¼ óñëîæíÿòü?
Âèäíî æå, ÷òî ðàñêëàäûâàòü ôóíêöèè â ÷èñëèòåëå äðîáè íàäî äî
òàêîé ñòåïåíè òî÷íîñòè, ÷òîáû íà÷àëî ïðîÿâëÿòüñÿ ðàçëè÷èå ìåæäó
ýòèìè ôóíêöèÿìè. Â äàííîì ïðèìåðå, ÷ëåíû ñ 1-é ñòåïåíüþ ñîâïà-
äàþò, à ñ 3-é óæå îòëè÷àþòñÿ. Ïîýòîìó ðàñêëàäûâàòü ïî Òåéëîðó
íàäî äî 3-é ñòåïåíè âêëþ÷èòåëüíî. Ê òîìó æå â çíàìåíàòåëå òîæå
ñòîèò 3-ÿ ñòåïåíü x.

Âûâîä: íàäî áûëî ðàñêëàäûâàòü ñ ñàìîãî íà÷àëà îáå ôóíêöèè äî

3-é ñòåïåíè âêëþ÷èòåëüíî. Ýòî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå. �

Ðàññìîòðèì åù¼ îäèí ïðåäåë.

Ïðèìåð 63. Íàéòè ïðåäåë lim
x→+∞

(
√
x2 + 3x− x).

Ýòîò ïðåäåë íåñëîæíî íàõîäèòñÿ äîìíîæåíèåì íà ñîïðÿæ¼ííîå
âûðàæåíèå. Ðåøèì òåïåðü ýòó çàäà÷ó ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Òåéëîðà.
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Ïåðåïèøåì ïðåäåë â âèäå

lim
x→+∞

(√
x2

(
1 +

3

x

)
− x

)
= lim
x→+∞

(
x

√
1 +

3

x
− x

)

è âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèåì
√

1 + t = 1 +
t

2
− t2

8
+ o(t2), âåðíûì

ïðè t→ 0. Ïîëîæèì t = 3
x → 0 ïðè x→ +∞. Ïîëó÷èì√

1 +
3

x
= 1 +

3

2x
− 9

8x2
+ o

(
1

x2

)
.

Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííîå ðàçëîæåíèå ïî ñòåïåíÿì 1
x â èñõîäíûé ïðå-

äåë:

lim
x→+∞

(
x

√
1 +

3

x
− x

)
= lim
x→+∞

(
x

(
1 +

3

2x
− 9

8x2
+ o(

1

x2
)

)
− x
)

=

= 3/2. �

Íàêîíåö, âû÷èñëèì ïðåäåë, êîòîðûé ìû îñòàâèëè íà ïðî-
øëîì ñåìèíàðå íåðåø¼ííûì, òàê êàê ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ äëÿ
íåãî ïðèìåíÿòü áûëî íåýôôåêòèâíî. Ðåøèì çàäà÷ó ñ ïîìîùüþ
ôîðìóëû Ìàêëîðåíà.

Ïðèìåð 64. Íàéòè lim
x→0

cosx · arcsinx− arctg x

x5
.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèÿìè (åñëè íåò ïîä ðóêîé, èõ
âñåãäà ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå Ìàêëîðåíà). Ïðè ýòîì âûïèñûâàåì
÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ äî 5-é ñòåïåíè âêëþ÷èòåëüíî, ïîñêîëüêó â çíà-
ìåíàòåëå äðîáè âèäèì x5:

cosx = 1− x2

2
+
x4

24
+ o(x5), arcsinx = x+

x3

6
+

3x5

40
+ o(x5),

arctg x = x− x3

3
+
x5

5
+ o(x5).

Òîãäà, ïîäñòàâëÿÿ â ïðåäåë, ïîëó÷èì

lim
x→0

cosx · arcsinx− arctg x

x5
=

= lim
x→0

(
1− x2

2
+
x4

24
+ o(x5)

)
·
(
x+

x3

6
+

3x5

40
+ o(x5)

)
− arctg x

x5
=
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(ðàñêðûâàÿ ñêîáêè, ïîäñòàâëÿÿ àðêòàíãåíñ è óïðîùàÿ, ïîëó÷èì)

= lim
x→0

x5

(
1

24
− 1

12
+

3

40
− 1

5

)
+ o(x5)

x5
= −1

6
. �

7.6 Ïðèìåíåíèå ôîðìóëû Òåéëîðà äëÿ ïðèáëè-
æåííûõ âû÷èñëåíèé. Îöåíêè ïîãðåøíîñòåé

Ôîðìóëà Òåéëîðà � îñíîâíîå âû÷èñëèòåëüíîå ñðåäñòâî àíàëè-
çà, à îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìå Ëàãðàíæà ïîçâîëÿåò îöåíèòü
ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæ¼ííûõ âû÷èñëåíèé. Â îñíîâå âû÷èñëåíèé
ëåæèò ïðèáëèæ¼ííàÿ ôîðìóëà

f(x) ≈ f(0) +
f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 + ...+

f (n)(0)

n!
xn,

ïîãðåøíîñòü êîòîðîé îöåíèâàåòñÿ àáñîëþòíîé âåëè÷èíîé
îñòàòêà ïîñëå n-ãî ÷ëåíà, ò. å. ôóíêöèè

Rn(x) =
f (n+1)(θx)

(n+ 1)!
xn+1,

ãäå 0 < θ < 1. Åñëè, íàïðèìåð, âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå ôóíêöèè
f(x) íà îòðåçêå [0, b], íà êîòîðîì ïðîèçâîäíàÿ (n + 1)-ãî ïî-
ðÿäêà îãðàíè÷åíà ïî ìîäóëþ |f (n+1)(x)| ≤ C, òî äëÿ âåëè÷èíû
îñòàòêà èìååì îöåíêó

|Rn(x)| =

∣∣∣∣∣f (n+1)(θx)

(n+ 1)!
xn+1

∣∣∣∣∣ ≤ C · bn+1

(n+ 1)!
.

Ïðèìåð 65. [6, � 1397(à)] Âû÷èñëèòü ÷èñëî e ñ òî÷íîñòüþ äî 10−4.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Òåéëîðà äëÿ ex íà îòðåçêå
[0, 1]:

ex = 1 + x+
x2

2!
+ ...+

xn

n!
+ o(xn) ïðè 0 6 x 6 1,

è ðàññìîòðèì àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó îòêëîíåíèÿ ( ãäå ξ ∈ (0, 1)):∣∣∣∣ex − 1− x− ...− xn

n!

∣∣∣∣ = |Rn(x)| = |f
(n+1)(ξ)|
(n+ 1)!

xn+1 =
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=
eξ

(n+ 1)!
xn+1 <

e

(n+ 1)!
<

3

(n+ 1)!
< 10−4,

îòêóäà íàõîäèì n > 7. Âîçüì¼ì n = 7 è x = 1, òîãäà

e ≈ 1 + 1 +
1

2!
+

1

3!
+ ...+

1

7!
≈ 2, 7182... �

151



7.7 Çàäà÷è

Ðåøèòü çàäà÷è, íàõîäÿ ïðîèçâîäíûå íóæíûõ ïîðÿäêîâ è

èñïîëüçóÿ íåïîñðåäñòâåííî ôîðìóëó Òåéëîðà äëÿ äàííîé

ôóíêöèè:

�176. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) = sinx ïî ôîðìóëå Òåé-

ëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x =
π

3
äî ÷ëåíîâ 5-ãî ïîðÿäêà âêëþ-

÷èòåëüíî.

�177. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) = sin
(
x+

π

3

)
ïî ôîðìóëå

Ìàêëîðåíà äî ÷ëåíîâ 6-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî.

�178. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) = ex
2
ïî ôîðìóëå Òåéëîðà

â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 1 äî ÷ëåíîâ 4-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëü-
íî.

Ðåøèòü çàäà÷è, èñïîëüçóÿ ãîòîâûå (ñòàíäàðòíûå) ðàçëî-

æåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé ïî ôîðìóëå Òåéëîðà:

�179. Íàéòè ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f(x) = cos2 x ïî öåëûì
íåîòðèöàòåëüíûì ñòåïåíÿì ïåðåìåííîé x (ïî ôîðìóëå Ìàêëî-
ðåíà) äî ÷ëåíà ñ x2n âêëþ÷èòåëüíî è îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â
ôîðìå Ïåàíî.

�180. Íàéòè ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f(x) =
1

3x+ 2
ïî ôîð-

ìóëå Ìàêëîðåíà äî ÷ëåíà ñ xn âêëþ÷èòåëüíî.

�181. [6, � 1381] Íàéòè ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f(x) = e2x−x2

ïî öåëûì íåîòðèöàòåëüíûì ñòåïåíÿì ïåðåìåííîé x äî ÷ëåíà ñ
x5 âêëþ÷èòåëüíî.

�182. Íàéòè ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f(x) = ln(1 + x + x2) â
îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 0 äî ÷ëåíîâ 3-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî.

�183. [6, � 1385] Íàéòè ðàçëîæåíèå ôóíêöèè

f(x) = sin(sinx)

ïî öåëûì íåîòðèöàòåëüíûì ñòåïåíÿì ïåðåìåííîé x äî ÷ëåíà ñ
x3 âêëþ÷èòåëüíî.

�184. [6, � 1387] Íàéòè ðàçëîæåíèå ôóíêöèè

f(x) = ln

(
sinx

x

)
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ïî öåëûì íåîòðèöàòåëüíûì ñòåïåíÿì ïåðåìåííîé x äî ÷ëåíà ñ
x6 âêëþ÷èòåëüíî.

�185. [6, � 1391] Ôóíêöèþ f(x) =
√

1 + x2 − x (x > 1)
ðàçëîæèòü ïî öåëûì íåîòðèöàòåëüíûì ñòåïåíÿì äðîáè 1/x äî
÷ëåíà ñ 1/x3.

�186. [6, � 1377] Íàïèñàòü ðàçëîæåíèå ôóíêöèè

f(x) =
1 + x+ x2

1− x+ x2

ïî öåëûì íåîòðèöàòåëüíûì ñòåïåíÿì ïåðåìåííîé x äî ÷ëåíà ñ
x4 âêëþ÷èòåëüíî. ×åìó ðàâíî f4(0)?

�187. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) = sin (1− cosx) ïî ôîð-
ìóëå Ìàêëîðåíà äî ÷ëåíîâ 6-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî.

�188. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) =
e3x2

2 + x2
ïî ôîðìóëå Ìà-

êëîðåíà äî ÷ëåíîâ 4-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî.

�189. Íàéòè ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f(x) = sh(tg x) ïî ôîð-
ìóëå Ìàêëîðåíà (â îêðåñòíîñòè òî÷êè 0) äî ÷ëåíîâ 3-ãî ïîðÿä-
êà âêëþ÷èòåëüíî.

�190. Íàéòè ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f(x) = ln(cos(x2)) ïî
ôîðìóëå Ìàêëîðåíà äî ÷ëåíîâ 6-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî.

�191. Íàéòè ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f(x) = 3

√
sinx

x
ïî ôîð-

ìóëå Ìàêëîðåíà äî ÷ëåíîâ 4-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî.

�192. Íàéòè ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f(x) = (1+x)
1
x â îêðåñò-

íîñòè íóëÿ äî ÷ëåíîâ 2-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî.

�193. [6, � 1382] Íàïèñàòü ðàçëîæåíèå ïî öåëûì íåîòðè-

öàòåëüíûì ñòåïåíÿì x ôóíêöèè f(x) =
x

ex − 1
äî ÷ëåíà ñ x4.

Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèÿ ïî ôîðìóëå Òåéëîðà, âû÷èñëèòü

ïðåäåëû ôóíêöèé:

�194. [6, � 1398] lim
x→0

cosx− e−
x2

2

x4
;

�195. lim
x→0

cos(π2 cosx)

sin(sinx)
;
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�196. [6, � 1404] lim
x→+∞

(
x− x2 ln

(
1 +

1

x

))
;

�197. lim
x→0

√
cosx− 4

√
e−x2

x4
;

�198. [6, � 1399] lim
x→0

ex · sinx− x(1 + x)

x3
;

�199. [6, � 1402] lim
x→+∞

((
x3 − x2 +

x

2

)
e

1
x −
√
x6 + 1

)
;

�200. lim
x→0

(
1− cos 2x

2x2

) 3
x2

;

�201. lim
x→+∞

(
6
√
x6 + x5 − 7

√
x7 − x6

)
;

�202. lim
x→0

1− esin4(2x)

1− esin2(4x)
;

�203. lim
x→+∞

x
3
2 (
√
x+ 1 +

√
x− 1− 2

√
x);

�204. lim
x→+∞

√
x2 + 4x+ 1− x− 2

ln(x− 2)− lnx
;

�205. lim
x→0

cos(sinx)−
√

1− x2 + x4

ln(1 + x4)
;

�206. lim
x→0

cosx · arcsinx− arctg x

x5
;

�207. lim
x→0

sinx− arctg x

arcsinx− tg x
;

�208. lim
x→0

(1 + x2)
1
x

+5 − ex

ln(cosx)
.

�209. Íàéòè ïðåäåë lim
x→+∞

e
1
x − 1

x − 1

xa
â çàâèñèìîñòè îò

çíà÷åíèé ïàðàìåòðà a.

Ðåøèòü ðàçíûå çàäà÷è, èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèÿ ýëåìåí-

òàðíûõ ôóíêöèé ïî ôîðìóëå Òåéëîðà:

�210. [6, � 1408] Äëÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé ïðè x→ 0 âåëè÷è-
íû y îïðåäåëèòü ãëàâíûé ÷ëåí âèäà Cxn (C = const), åñëè
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y = (1 + x)x − 1.

�211. Äëÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé ïðè x → 0 âåëè÷èíû y îïðå-
äåëèòü ãëàâíûé ÷ëåí âèäà Cxn, åñëè

y = ln(cos(x2)).

�212. Íàéòè f (43)(0), åñëè f(x) = sin(x13 + x15).

�213. Íàéòè f (23)(0), åñëè f(x) = sin(x7) · cos(x8).

�214. Íàéòè f (50)(0), åñëè f(x) =
1

1 + x+ x2
.

�215. Ôóíêöèþ f(x) =
1

a− x
(a 6= 0) ðàçëîæèòü â ñòåïåí-

íîé ðÿä:

à) ïî ñòåïåíÿì x;

á) ïî ñòåïåíÿì x− b, ãäå b 6= a;

â) ïî ñòåïåíÿì
1

x
.

�216. Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèÿ ïî ôîðìóëå Ìàêëîðåíà, âû-
ÿñíèòü, ïðè êàêèõ a, b, c âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (ïðè x→ 0)

e2x+x2 − ax 3
√

1 + bx = 1 + cx3 + o(x3).

�217. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ìàêëîðåíà, âûÿñíèòü, ïðè êà-
êèõ a, b, c âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

e2x−x2 − 1 + ax√
1 + bx2

= cx3 + o(x3).

�218. Íàéòè òàêèå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåòîâ a, b, c, d, ÷òîáû
ïðè x→ 0 âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

ex =
1 + ax+ bx2

1 + cx+ dx2
+ o(x4).

�219. Íàéòè òàêèå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåòîâ a, b, c, ÷òîáû
ïðè x→ 0 âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

3 sin 2x

cos 2x+ 2
= ax+ bx3 + cx5 + o(x5).
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�220. Ïîäîáðàòü ÷èñëà a è b òàê, ÷òîáû ïðè x→ 0 ôóíêöèÿ

f(x) = cosx− 1 + ax2

1 + bx2

áûëà áåñêîíå÷íî ìàëîé êàê ìîæíî áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ìà-
ëîñòè.

�221. Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå ïî ôîðìóëå Ìàêëîðåíà, íàé-
òè ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ÷èñëà

√
5 (íàïðèìåð, ðàñêëàäûâàÿ

äî ÷ëåíîâ 2-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî) è îöåíèòü òî÷íîñòü ïðè-
áëèæåíèÿ.

�222. [6, � 1394(à)] Îöåíèòü àáñîëþòíóþ ïîãðåøíîñòü ïðè-
áëèæ¼ííîé ôîðìóëû

ex ≈ 1 + x+
x2

2!
+ ...+

xn

n!
ïðè 0 6 x 6 1.

�223. [6, � 1394(á)] Îöåíèòü àáñîëþòíóþ ïîãðåøíîñòü ïðè-
áëèæ¼ííîé ôîðìóëû

sinx ≈ x− x3

6
ïðè |x| 6 1

2
.

�224. [6, � 1397(ã)] Âû÷èñëèòü ÷èñëî
√

5 ñ òî÷íîñòüþ äî
10−4.

�225. Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå ïî ôîðìóëå Ìàêëîðåíà, âû-
÷èñëèòü

√
2 ñ òî÷íîñòüþ äî 10−4.
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7.8 Îòâåòû è ðåøåíèÿ

176. Ïî ôîðìóëå Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x =
π

3
èìååì:

sinx = f
(π

3

)
+f ′

(π
3

)(
x− π

3

)
+
f ′′
(
π
3

)
2!

(
x− π

3

)2

+
f ′′′
(
π
3

)
3!

(
x− π

3

)3

+

=
f (4)

(
π
3

)
4!

(
x− π

3

)4
+
f (5)

(
π
3

)
5!

(
x− π

3

)5
+ o

((
x− π

3

)5
)
.

Òàê êàê

f
(π

3

)
= sin

π

3
=

√
3

2
, f ′(x) = cosx

∣∣
x=

π
3

=
1

2
,

f ′′(x) = − sinx
∣∣
x=

π
3

= −
√

3

2
, f ′′′(x) = − cosx

∣∣
x=

π
3

= −1

2
,

f (4)(x) = sinx
∣∣
x=

π
3

=

√
3

2
, f (5)(x) = cosx

∣∣
x=

π
3

=
1

2
,

òî ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå

sinx =

√
3

2
+

1

2

(
x− π

3

)
−
√

3

4

(
x− π

3

)2
− 1

12

(
x− π

3

)3
+

+

√
3

48

(
x− π

3

)4
+

1

240

(
x− π

3

)5
+ o

((
x− π

3

)5
)
.

177. Ïî ôîðìóëå Ìàêëîðåíà èìååì:

sin
(
x+

π

3

)
= f(0) +

f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 +

f ′′′(0)

3!
x3 +

f (4)(0)

4!
x4+

+
f (5)(0)

5!
x5 +

f (6)(0)

6!
x6 + o(x6).

Âû÷èñëèì ïåðâûå øåñòü ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå 0:

f(0) = sin
π

3
=

√
3

2
, f ′(x) = cos

(
x+

π

3

)∣∣∣∣
x=0

=
1

2
,

f ′′(x) = − sin
(
x+

π

3

)∣∣∣∣
x=0

= −
√

3

2
,
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f ′′′(x) = − cos
(
x+

π

3

)∣∣∣∣
x=0

= −1

2
,

f (4)(x) = sin
(
x+

π

3

)∣∣∣∣
x=0

=

√
3

2
,

f (5)(x) = cos
(
x+

π

3

)∣∣∣∣
x=0

=
1

2
,

f (6)(x) = − sin
(
x+

π

3

)∣∣∣∣
x=0

= −
√

3

2
.

Ïîäñòàâèâ â ðàçëîæåíèå, ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî:

sin
(
x+

π

3

)
=

√
3

2
+

1

2
x−
√

3

4
x2− 1

12
x3+

√
3

48
x4+

1

240
x5−

√
3

1440
x6+o(x6).

178. Ïî ôîðìóëå Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 1 èìååì:

f(x) = f(1) +
f ′(1)

1!
(x− 1) +

f ′′(1)

2!
(x− 1)2 +

f ′′′(1)

3!
(x− 1)3+

+
f (4)(1)

4!
(x− 1)4 + o((x− 1)4).

Âû÷èñëèì ïåðâûå ÷åòûðå ïðîèçâîäíûå â òî÷êå x = 1:

f(1) = e, f ′(x) = 2xex
2

∣∣∣∣
x=1

= 2e, f ′′(x) = 2ex
2
(1+2x2)

∣∣∣∣
x=1

= 6e,

f ′′′(x) = 4ex
2
(3x+ 2x3)

∣∣∣∣
x=1

= 20e,

f (4)(x) = 4ex
2
(4x4 + 12x2 + 3)

∣∣∣∣
x=1

= 76e.

Ïîäñòàâëÿÿ â ôîðìóëó Òåéëîðà, ïîëó÷àåì èñêîìîå ðàçëîæå-
íèå:

ex
2

= e+
2e

1!
(x−1)+

6e

2!
(x−1)2+

20e

3!
(x−1)3+

76e

4!
(x−1)4+o

(
(x− 1)4

)
=

= e+2e(x−1)+3e(x−1)2+
10e

3
(x−1)3+

19e

6
(x−1)4+o

(
(x− 1)4

)
.
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179. Ïðåîáðàçîâàâ cos2 x =
1

2
+

1

2
cos 2x è èñïîëüçóÿ ñòàí-

äàðòíîå ðàçëîæåíèå êîñèíóñà â îêðåñòíîñòè íóëÿ, ïîëó÷èì

cos2 x =
1

2
+

1

2

(
1− (2x)2

2!
+

(2x)4

4!
− ...+ (−1)n

(2x)2n

(2n)!
+ o(x2n+1)

)
=

= 1− x2 +
x4

3
− ...+ (−1)n

22n−1x2n

(2n)!
+ o(x2n+1).

180. Ïðåîáðàçîâàâ ôóíêöèþ ê âèäó f(x) =
1

2
· 1

1 + (3x
2 )

è

âîñïîëüçîâàâøèñü áèíîìèàëüíûì ðàçëîæåíèåì

1

1 + x
= 1− x+ x2 − x3 + ...+ (−1)nxn + o(xn),

ïîëó÷èì

f(x) =
1

2

(
1− 3

2
x+

9

4
x2 − ...+ (−1)n

(
3

2

)n
xn
)

+ o(xn) =

=
1

2
− 3

4
x+

9

8
x2 − ...+ (−1)n

3n

2n+1
xn + o(xn).

181. Òàê êàê x áëèçêî ê íóëþ, òî è 2x− x2 òàêæå áëèçêî ê
íóëþ, à çíà÷èò, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñòàíäàðòíûì ðàçëîæå-

íèåì ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèè et = 1+ t+
t2

2!
+ ...+

t5

5!
+o(t5),

ïîäñòàâèâ âìåñòî t âûðàæåíèå 2x − x2. Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè è
çàïèñûâàÿ âñå ÷ëåíû ïîðÿäêà âûøå 5 êàê o(x5), ïîëó÷èì:

e2x−x2
= 1 + (2x− x2) +

(2x− x2)2

2!
+

(2x− x2)3

3!
+

(2x− x2)4

4!
+

+
(2x− x2)5

5!
+ o((2x− x2)5) = 1 + 2x− x2 +

1

2
(4x2 − 4x3 + x4)+

+
1

6
((2x)3 − 3(2x)2x2 + 3(2x)(x2)2) +

1

24
((2x)4 − 4(2x)3x2)

+
1

120
(2x)5 + o(x5) = 1 + 2x+ x2 − 2

3
x3 − 5

6
x4 − 1

15
x5 + o(x5).
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Çäåñü ïðè óïðîùåíèè èñïîëüçîâàëîñü, ÷òî o((2x−x2)5) = o(x5).
Äîêàæåì ýòî. Äåéñòâèòåëüíî,

lim
x→0

o((2x− x2)5)

x5
= lim

x→0

(
o((2x− x2)5)

(2x− x2)5
· (2x− x2)5

x5

)
= 0.

182. Ïîäñòàâëÿÿ â ðàçëîæåíèå ln(1 + t) = t− t2

2
+
t3

3
+ o(t3)

äâó÷ëåí x+ x2, èìååì

ln(1 + x+ x2) = (x+ x2)− (x+ x2)2

2
+

(x+ x2)3

3
+ o((x+ x2)3).

Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè, îñòàâëÿÿ òîëüêî ÷ëåíû íå âûøå 3-é ñòå-
ïåíè îòíîñèòåëüíî x è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè x → 0 èìååì
o((x+ x2)3) = o(x3), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

ln(1+x+x2) = x+x2−x
2 + 2x3

2
+
x3

3
+o(x3) = x+

x2

2
+

4x3

3
+o(x3).

183. Ðàçëîæåíèå ïî öåëûì íåîòðèöàòåëüíûì ñòåïåíÿì ïåðå-
ìåííîé x ïðåäïîëàãàåò ðàçëîæåíèå â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 = 0.
Òàê êàê ïðè x→ 0 èìååì sinx→ 0, òî, ïîäñòàâëÿÿ â ðàçëîæå-

íèå sin t = t− t3

3!
+ o(t4) âìåñòî t âûðàæåíèå sinx, ïîëó÷àåì

sin(sinx) = sinx− sin3 x

3!
+ o(sin4 x) = (x− x3

6
+ o(x4))−

−1

6
(x− x

3

6
+o(x4))3+o(x4) = x− x

3

6
− x

3

6
+o(x4) = x− x

3

3
+o(x4).

Çäåñü ïðè óïðîùåíèè áûëî èñïîëüçîâàëîñü, ÷òî o(sin4 x) =
o(x4). Äåéñòâèòåëüíî,

lim
x→0

o(sin4 x)

x4
= lim

x→0

(
o(sin4 x)

sin4 x
· sin4 x

x4

)
= 0.

184. Âîñïîëüçîâàâøèñü ñòàíäàðòíûìè ðàçëîæåíèÿìè, ïðè
x 6= 0 ïîëó÷àåì

sinx

x
= 1− x2

6
+

x4

120
− x6

7!
+ o(x7),
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ïîýòîìó

ln

(
sinx

x

)
= ln(1 + α) = α− α2

2
+
α3

3
+ o(α3),

ãäå α = −x
2

6
+

x4

120
− x6

7!
+ o(x7).

185. Ïîñêîëüêó x > 1, òî áèíîìèàëüíîå ðàçëîæåíèå
(1+x)m = 1+mx+o(x) ïðèìåíÿòü íåëüçÿ. Ïðåîáðàçóåì ôóíê-
öèþ ê âèäó

f(x) = x

(√
1 +

1

x2
− 1

)
= x

((
1 +

1

x2

) 1
2

− 1

)
.

Ïîñêîëüêó
1

x2
< 1, òî òåïåðü ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ áèíîìè-

àëüíûì ðàçëîæåíèåì
√

1 + t = 1 +
t

2
− t2

8
+ o(t2) ïðè t =

1

x2
,

îòêóäà ïîëó÷àåì

f(x) = x

(
1 +

1

2
· 1

x2
− 1

8
· 1

x4
+ o

(
1

x4

)
− 1

)
=

1

2x
− 1

8x3
+o

(
1

x3

)
.

186. Ðåøàòü çàäà÷ó ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì, íàõîäÿ ïðîèç-
âîäíûå ôóíêöèè äî 4-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî è ïîäñòàâëÿÿ
èõ çíà÷åíèÿ â òî÷êå x = 0 â ôîðìóëó Òåéëîðà íåöåëåñîîáðàç-
íî ââèäó áîëüøèõ âû÷èñëåíèé. Ïîñòóïèì èíà÷å: ïðåîáðàçóåì
ôóíêöèþ ê âèäó

f(x) =
(1 + x+ x2)(x+ 1)

(1− x+ x2)(x+ 1)
=

(1 + x+ x2)(x+ 1)

x3 + 1
=

=
x3 + 1 + 2x(x+ 1)

x3 + 1
= 1 +

2x(x+ 1)

x3 + 1
= 1 + 2x(x+ 1)(x3 + 1)−1.

Ðàçëîæèì (x3+1)−1 â îêðåñòíîñòè íóëÿ äî ÷ëåíîâ 4-ãî ïîðÿäêà:
(x3 + 1)−1 = 1 − x3 + o(x5). Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â âûðàæåíèå äëÿ
ôóíêöèè, ðàñêðûâàÿ ñêîáêè è óïîðÿäî÷èâàÿ ñëàãàåìûå ïî ìåðå
âîçðàñòàíèÿ ñòåïåíè x, ïîëó÷èì èñêîìîå ðàçëîæåíèå

f(x) = 1 + 2x(x+ 1)(1− x3 + o(x5)) = 1 + 2x(x+ 1)(1− x3)+
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+2x(x+ 1)o(x5) = 1 + 2x+ 2x2−2x4 + (−2x5 + 2x(x+ 1)o(x5)) =

= 1 + 2x+ 2x2 − 2x4 + o(x4).

Äàëåå, ÷òîáû íàéòè f4(0), íåò íåîáõîäèìîñòè âû÷èñëÿòü ïðî-
èçâîäíóþ 4-ãî ïîðÿäêà. Âîñïîëüçóåìñÿ ïîëó÷åííûì ðàçëîæå-
íèåì. Ñîãëàñíî ôîðìóëå Ìàêëîðåíà,

f(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 +

f (3)(0)

3!
x3 +

f (4)(0)

4!
x4 + o(x4),

ïîýòîìó, â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ,
f (4)(0)

4!
= −2, îò-

êóäà f (4)(0) = −48.

187. Òàê êàê ïðè x → 0 cosx = 1 − x2

2!
+
x4

4!
− x6

6!
+ o(x6),

òî 1 − cosx =
x2

2
− x4

24
+

x6

720
+ o(x6). Êðîìå òîãî, ïðè t → 0

sin t = t − t3

3!
+ o(t3). Ïîäñòàâëÿÿ t =

x2

2
− x4

24
+

x6

720
+ o(x6),

ïîëó÷àåì èñêîìîå ðàçëîæåíèå:

sin (1− cosx) =

(
x2

2
− x4

24
+

x6

720
+ o(x6)

)
−

−1

6

(
x2

2
− x4

24
+

x6

720
+ o(x6)

)3

+ o(x6) =

=
x2

2
− x4

24
+

x6

720
− 1

6

(
x2

2

)3

+ o(x6) =
x2

2
− x4

24
− 7x6

360
+ o(x6).

188. Ïðåîáðàçóåì ôóíêöèþ ê âèäó: f(x) =
e3x2

2

(
1 +

(
x√
2

)2
) .

Ïîñêîëüêó e3x2
= 1 + 3x2 +

(3x2)2

2!
+o(x4), ïðè t → 0

èìååì
1

1 + t
= 1 − t + t2 + o(t2), à ñëåäîâàòåëüíî,

1

1 +
(
x√
2

)2 = 1 − x2

2
+
x4

4
+ o(x4), òî, ïîäñòàâëÿÿ, ïîëó÷àåì
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èñêîìîå ðàçëîæåíèå:

f(x) =
1

2

(
1 + 3x2 +

9

2
x4 + o(x4)

)(
1− x2

2
+
x4

4
+ o(x4)

)
=

=
1

2

(
1 +

5

2
x2 +

13

4
x4

)
+ o(x4) =

1

2
+

5

4
x2 +

13

8
x4 + o(x4).

189. Òàê êàê ïðè t → 0 èìååì sh t = t +
t3

6
+ o(t3), à

tg x = x+
x3

3
+ o(x3), òî, ïîäñòàâëÿÿ, ïîëó÷àåì:

sh(tg x) = tg x+
tg3 x

6
+ o(x3) =

=

(
x+

x3

3
+ o(x3)

)
+

1

6

(
x+

x3

3
+ o(x3)

)3

+o(x3) = x+
x3

2
+o(x3).

190. Òàê êàê ïðè x→ 0 cos(x2) = 1− x
4

2!
+o(x6), è ïðè t→ 0

ln(1 + t) = t+ o(t), òî, ïîäñòàâëÿÿ, ïðèõîäèì ê ðàçëîæåíèþ:

ln(cos(x2)) = ln

(
1 +

(
−x

4

2
+ o(x6)

))
=

=

(
−x

4

2
+ o(x6)

)
+ o(x6) = −x

4

2
+ o(x6).

191. Òàê êàê ïðè x → 0 sinx = x − x3

3!
+
x5

5!
+ o(x6), òî

sinx

x
= 1 − x2

6
+

x4

120
+ o(x5). Êðîìå òîãî, ïðè t → 0 èìååì

3
√

1 + t = 1 +
t

3
− t2

9
+ o(t2). Ïîäñòàâëÿÿ, ïîëó÷èì

3

√
sinx

x
= 3

√
1 +

(
−x

2

6
+

x4

120
+ o(x5)

)
=

= 1+
1

3

(
−x

2

6
+

x4

120
+ o(x5)

)
−1

9

(
−x

2

6
+

x4

120
+ o(x5)

)2

+o(x4) =
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= 1− x2

18
+

x4

360
− x4

324
+ o(x4) = 1− x2

18
− x4

3240
+ o(x4).

192. Ïîñêîëüêó (1 + x)
1
x = exp(ln(1 + x)

1
x ) =

exp
(

1
x ln(1 + x)

)
, òî ðàçëîæèì âíà÷àëå ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ó

ýêñïîíåíòû:

1

x
ln(1 + x) =

1

x

(
x− x2

2
+
x3

3
+ o(x3)

)
= 1− x

2
+
x2

3
+ o(x2).

Òîãäà

(1 + x)
1
x = e · exp

(
−x

2
+
x2

3
+ o(x2)

)
=

= e

(
1 +

(
−x

2
+
x2

3
+ o(x2)

)
+

1

2

(
−x

2
+
x2

3
+ o(x2)

)2

+ o(x2)

)

= e

(
1− x

2
+
x2

3
+
x2

8
+ o(x2)

)
= e− e

2
x+

11e

24
x2 + o(x2).

193. Èìååì ïðè x 6= 0:

f(x) =
x

ex − 1
=

x

x+ x2

2! + x3

3! + x4

4! + x5

5! + o(x5)
=

=
1

1 + x
2 + x2

6 + x3

24 + x4

120 + o(x4)
=

1

1 + α
=

(ãäå α =
x

2
+
x2

6
+
x3

24
+

x4

120
+ o(x4))

= 1− α+ α2 − α3 + α4 + o(x4) =

= 1−
(
x

2
+
x2

6
+
x3

24
+

x4

120

)
+

(
x2

4
+
x4

36
+
x3

6
+
x4

24

)
−

−
(
x3

8
+
x4

12
+
x4

24

)
+
x4

16
+ o(x4) =

= 1− x

2
+
x2

12
− x4

720
+ o(x4).
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194. Âîñïîëüçóåìñÿ ñòàíäàðòíûìè ðàçëîæåíèÿìè:

lim
x→0

cosx− e− x2

2

x4
= lim
x→0

(1− x2

2 + x4

4! + o(x4))− (1− x2

2 + x4

8 + o(x4))

x4
=

= lim
x→0

x4

24 −
x4

8 + o(x4)

x4
= − 1

12
.

195. Èìååì ïðè x → 0 : sin(sinx) = sin(x + o(x)) =

x + o(x), 1 − cosx = x2

2 + o(x2), cos(π2 cosx) =
sin(π2 (1 − cosx)) = sin(π4x

2 + o(x2)) = π
4x

2 + o(x2), îòêóäà
âèäíî, ÷òî èñêîìûé ïðåäåë ðàâåí 0.

196. Òàê êàê ïðè x → +∞ èìååì 1
x → 0, òî âîñïîëüçóåìñÿ

ðàçëîæåíèåì ïî ôîðìóëå Ìàêëîðåíà ln(1 + t) = t − t2

2
+ o(t2)

ïðè t =
1

x
: lim
x→+∞

(
x− x2

(
1

x
− 1

2x2
+ o

(
1

x2

)))
=

1

2
.

197. Óìíîæèì è ðàçäåëèì íà ñîïðÿæ¼ííîå âûðàæåíèå:

lim
x→0

cosx−
√
e−x2

x4(
√

cosx+
4
√
e−x2)

=
1

2
lim
x→0

cosx−
√
e−x2

x4
.

Ïîñêîëüêó cosx = 1−x
2

2
+
x4

24
+o(x4),

√
1 + t = 1+

t

2
− t2

8
+o(t2),

òî ïðè t = −x2 +
x4

2
+ o(x4) èìååì

√
e−x2 =

√
1− x2 +

x4

2
+ o(x4) = 1 +

1

2

(
−x2 +

x4

2
+ o(x4)

)
−

−1

8

(
−x2 +

x4

2
+ o(x4)

)2

+ o(x4) = 1− x2

2
+
x4

8
+ o(x4).

Òîãäà îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

1

2
lim
x→0

(
1− x2

2
+
x4

24
+ o(x4)

)
−
(

1− x2

2
+
x4

8
+ o(x4)

)
x4

=

=
1

2
lim
x→0

−x4

12 + o(x4)

x4
= − 1

24
.
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198. Èìååì

lim
x→0

(
1 + x+ x2

2! + o(x2)
)
·
(
x− x3

3! + o(x4)
)
− x− x2)

x3
=

= lim
x→0

x+ x2 + x3

2 + o(x3)− x3

6 + o(x3)− x− x2

x3
=

= lim
x→0

x3

3 + o(x3)

x3
=

1

3
.

199. Èìååì lim
x→+∞

((
x3 − x2 +

x

2

)
e

1
x − x3 ·

√
1 +

1

x6

)
=

lim
x→+∞

((
x3 − x2 +

x

2

)(
1 +

1

x
+

1

2x2
+

1

6x3
+ o

(
1

x3

))
−

−x3

(
1 +

1

2x6
+ o

(
1

x11

)))
=

= lim
x→+∞

(
x3 − x2 +

x

2
+ x2 − x+

1

2
+
x

2
− 1

2
+

1

6
− x3 + o(1)

)
= 1/6.

200. Ïðåîáðàçóåì ïðåäåë ê âèäó

lim
x→0

(
sin2 x

x2

) 3
x2

[1∞]
= e

lim
x→0

(
sin2 x
x2 −1

)
3
x2 [0·∞]

= e
lim
x→0

((
sinx
x

)2
−1

)
3
x2

=

= e
limx→0

((
1−x

2

6 +o(x2)

)2

−1

)
3
x2

= e
lim
x→0

(
1−x

2

3 +o(x2)−1

)
3
x2

= e−1.

201. Ïðåîáðàçóåì ïðåäåë ê âèäó

lim
x→+∞

(
x

6

√
1 +

1

x
− x 7

√
1− 1

x

)
.

Òàê êàê ïðè t→ 0 6
√

1 + t = 1 +
t

6
+ o(t), 7

√
1 + t = 1 +

t

7
+ o(t),

òî 6

√
1 +

1

x
= 1 +

1

6x
+ o

(
1

x

)
, 7

√
1− 1

x
= 1 − 1

7x
+ o

(
1

x

)
.
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Ïîäñòàâëÿÿ â âûðàæåíèå ïîä çíàêîì ïðåäåëà, ïîëó÷èì:

lim
x→+∞

(
x

(
1 +

1

6x
+ o

(
1

x

))
− x

(
1− 1

7x
+ o

(
1

x

)))
=

= lim
x→+∞

(
1

6
+

1

7
+ o(1)

)
=

13

42
.

202. lim
x→0

1− esin4(2x)

1− esin2(4x)

[ 0
0

]
= lim

x→0

1− (1 + sin4(2x) + o(x4))

1− (1 + sin2(4x) + o(x2))
=

= lim
x→0

− sin4(2x) + o(x4)

− sin2(4x) + o(x2)
= lim

x→0

− sin4(2x)
(4x)2 + o(x2)

− sin2(4x)
(4x)2 + o(1)

=

=
lim
x→0

(
− sin4(2x)

(4x)2 + o(x2)
)

lim
x→0

(
− sin2(4x)

(4x)2 + o(1)
) =

0

−1
= 0.

203. Ïåðåïèøåì ïðåäåë â âèäå

lim
x→+∞

x2

(√
1 +

1

x
+

√
1− 1

x
− 2

)
,

òîãäà, ïîñêîëüêó ïðè t → 0 èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå
√

1 + t =

1 +
1

2
t− 1

8
t2 + o(t2), ïîëó÷èì:

lim
x→+∞

x2

((
1 +

1

2x
− 1

8x2
+ o

(
1

x2

))
+

+

(
1− 1

2x
− 1

8x2
+ o

(
1

x2

))
− 2

)
= lim

x→+∞
x2

(
− 1

4x2
+ o

(
1

x2

))
= −1

4
.

204. Ïåðåïèøåì ïðåäåë â âèäå

lim
x→+∞

x
(√

1 + 4
x + 1

x2 − 1− 2
x

)
ln
(
1− 2

x

) .
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Òàê êàê ïðè t → 0 èìåþò ìåñòî ðàçëîæåíèÿ
√

1 + t =

1 +
1

2
t− 1

8
t2 + o(t2) è ln(1 + t) = t+ o(t), òî ïðè x→ +∞√

1 +
4

x
+

1

x2
= 1 +

1

2

(
4

x
+

1

x2

)
− 1

8

(
4

x
+

1

x2

)2

+ o

(
1

x2

)
,

ln

(
1− 2

x

)
= −2

x
+ o

(
1

x

)
.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîä çíàê ïðåäåëà, ïîëó÷èì:

lim
x→+∞

x
(

1 + 1
2

(
4
x + 1

x2

)
− 1

8

(
4
x + 1

x2

)2
+ o

(
1
x2

)
− 1− 2

x

)
− 2
x + o

(
1
x

) =

= lim
x→+∞

x
(
− 3

2x2 + o
(

1
x2

))
− 2
x + o

(
1
x

) =
3

4
.

205. 1) cos(sinx) = 1− sin2 x

2
+

sin4 x

24
+ o(x4) =

= 1− 1

2

(
x− x3

6
+ o(x4)

)2

+
1

24

(
x− x3

6
+ o(x4)

)4

+ o(x4) =

= 1− 1

2

(
x2 − x4

3

)
+

1

24
x4 + o(x4) = 1− x2

2
+

5x4

24
+ o(x4).

2) Òàê êàê ïðè t→ 0
√

1 + t = 1 +
t

2
− t2

8
+ o(t2), òî

√
1 + (−x2 + x4) = 1 +

1

2
(−x2 + x4)− 1

8
(−x2 + x4)2 + o(x4) =

= 1− x2

2
+
x4

2
− x4

8
+ o(x4) = 1− x2

2
+

3x4

8
+ o(x4).

3) ln(1 + x4) = x4 + o(x4). Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå ðàçëîæå-
íèÿ ïîä çíàê ïðåäåëà, íàõîäèì:

lim
x→0

(
1− x2

2
+

5x4

24
+ o(x4)

)
−
(

1− x2

2
+

3x4

8
+ o(x4)

)
x4 + o(x4)

=
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= lim
x→0

−x
4

6
+ o(x4)

x4 + o(x4)
= −1

6
.

206. Âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèÿìè êîñèíóñà, àðêñèíóñà è
àðêòàíãåíñà, óäåðæèâàÿ ïðè ðàçëîæåíèè ÷ëåíû íå âûøå 5-é
ñòåïåíè:

cosx · arcsinx− arctg x =

=

(
1− x2

2
+
x4

24
+ o(x5)

)(
x+

x3

6
+

3x5

40
+ o(x5)

)
−

−
(
x− x3

3
+
x5

5
+ o(x5)

)
= x+

x3

6
+

3x5

40
− x3

2
− x5

12
+
x5

24
−

−x+
x3

3
− x5

5
+ o(x5) = −x

5

6
+ o(x5).

Òîãäà lim
x→0

cosx · arcsinx− arctg x

x5
= lim

x→0

−x
5

6
+ o(x5)

x5
= −1

6
.

207. Âîñïîëüçóåìñÿ ãîòîâûìè ðàçëîæåíèÿìè ñèíóñà, àðê-
òàíãåíñà, àðêñèíóñà è òàíãåíñà, óäåðæèâàÿ ïðè ðàçëîæåíèè
÷ëåíû íå âûøå 3-é ñòåïåíè (÷ëåíû 1-é ñòåïåíè ó âñåõ ýòèõ
ðàçëîæåíèé îäèíàêîâû):

lim
x→0

sinx− arctg x

arcsinx− tg x

[ 0
0

]
= lim

x→0

(
x− x3

6 + o(x3)
)
−
(
x− x3

3 + o(x3)
)

(
x+ x3

6 + o(x3)
)
−
(
x+ x3

3 + o(x3)
) =

= lim
x→0

x3

6 + o(x3)

−x3

6 + o(x3)
= −1.

208. Èìååì

lim
x→0

ex
(
e(

1
x

+5) ln(1+x2)−x − 1
)

ln(cosx)
= lim

x→0

e(
1
x

+5) ln(1+x2)−x − 1

ln(cosx)
.

Òàê êàê ln(1 + x2) = x2 + o(x3), òî(
1

x
+ 5

)
ln(1+x2)−x =

(
1

x
+ 5

)(
x2 + o(x3)

)
−x = 5x2 +o(x2).
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Äàëåå, cosx = 1− x2

2
+ o(x2), ïîýòîìó ln(cosx) = −x

2

2
+ o(x2).

Îêîí÷àòåëüíî èìååì

lim
x→0

e5x2+o(x2) − 1

−x2

2 + o(x2)
= lim

x→0

(1 + 5x2 + o(x2))− 1

−x2

2 + o(x2)
=

= lim
x→0

5x2 + o(x2)

−x2

2 + o(x2)
= lim

x→0

5 + o(1)

−1
2 + o(1)

= −10.

209. Âíà÷àëå ñäåëàåì çàìåíó t = 1
x :

lim
x→+∞

e
1
x − 1

x − 1

xa
= lim

t→+0

et − t− 1

(1
t )
a

=

= lim
t→+0

(
1 + t+ t2

2 + o(t2)
)
− t− 1

t−a
=

= lim
t→+0

t2

2 + o(t2)

t−a
= lim

t→+0

1
2 + o(1)

t−a−2
=


1
2 , åñëè a = −2;

0, åñëè a > −2;

+∞, åñëè a < −2.

210. Ïîñêîëüêó ãëàâíûé ÷ëåí Cxn ýêâèâàëåíòåí y ïðè
x → 0, òî ðàññìîòðèì ïðåäåë îòíîøåíèÿ y è xn â òî÷êå x = 0
è âûÿñíèì, ïðè êàêèõ n îí ðàâåí êîíñòàíòå C 6= 0. Âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ïðè ýòîì äâóìÿ ðàçëîæåíèÿìè ex = 1 + x + o(x),
ln(1 + x) = x+ o(x):

lim
x→0

(1 + x)x − 1

xn
= lim

x→0

ex ln(1+x) − 1

xn
= lim

x→0

ex(x+o(x)) − 1

xn
=

= lim
x→0

ex
2+o(x2) − 1

xn
= lim

x→0

1 + x2 + o(x2)− 1

xn
n=2
= 1.

Òàêèì îáðàçîì, ãëàâíûé ÷ëåí Cxn = x2.

211. Òàê êàê ïðè x → 0 èìååì cos(x2) = 1 − x4

2!
+ o(x4), è

ïðè t→ 0 èìååì ln(1 + t) = t+ o(t), òî, ïîäñòàâëÿÿ, ïîëó÷àåì:

ln(cos(x2)) = ln

(
1 +

(
−x

4

2
+ o(x6)

))
= −x

4

2
+ o(x4).
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Òàêèì îáðàçîì, ãëàâíûé ÷ëåí Cxn = −1

2
x4.

212. Íàéä¼ì ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f(x) = sin(x13 + x15) ïî
ôîðìóëå Ìàêëîðåíà:

sin(x13 + x15) = (x13 + x15)− 1

3!
(x13 + x15)3 + o(x45) =

= x13 + x15 − 1

6
(x39 + 3x26x15 + 3x13x30 + x45) + o(x45) =

= x13 + x15 − 1

6
x39 − 1

2
x41 − 1

2
x43 − 1

6
x45 + o(x45).

Çàìåòèì, ÷òî â ïîëó÷åííîì ðàçëîæåíèè êîýôôèöèåíò ïðè x43

ðàâåí −1

2
. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êîýôôèöèåíò ïðè x43 ðàâåí

f (43)(0)

43!
. Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ â ñòåïåííîé ðÿä èõ

ìîæíî ïðèðàâíÿòü:
f (43)(0)

43!
= −1

2
, îòêóäà f (43)(0) = −43!

2
. Âû-

÷èñëÿòü ïðîèçâîäíóþ 43-ãî ïîðÿäêà ïîñëåäîâàòåëüíûì äèôôå-
ðåíöèðîâàíèåì, î÷åâèäíî, áûëî áû íåýôôåêòèâíî.

213. Ïðåîáðàçóåì ôóíêöèþ ê âèäó

f(x) =
1

2
(sin(x7 + x8) + sin(x7 − x8)).

Ðàñêëàäûâàÿ ôóíêöèè ïî ôîðìóëå Ìàêëîðåíà, ïîëó÷àåì

sin(x7 + x8) = (x7 + x8)− 1

3!
(x7 + x8)3 + o(x24) =

= x7 + x8 − 1

6
(x21 + 3x22 + 3x23 + x24) + o(x24),

sin(x7 − x8) = (x7 − x8)− 1

3!
(x7 − x8)3 + o(x24) =

= x7 − x8 − 1

6
(x21 − 3x22 + 3x23 − x24) + o(x24),

òîãäà

f(x) =
1

2

(
sin(x7 + x8) + sin(x7 − x8)

)
=

= x7 − 1

6
x21 − 1

2
x23 + o(x24).
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Òàê êàê êîýôôèöèåíò

(
−1

2

)
ïðè x23 ðàâåí

f (23)(0)

23!
, òî îòñþäà

íàõîäèì f (23)(0) = −23!

2
.

214. Äîìíîæèâ ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà 1− x, ïðåäñòà-
âèì ôóíêöèþ â âèäå:

f(x) =
1− x
1− x3

=
1

1− x3
− x

1− x3
,

è, èñïîëüçóÿ ãîòîâûå ðàçëîæåíèÿ, ïîëó÷èì:

f(x) = (1 + x3 + x6 + ...)− x(1 + x3 + x6 + ...) =

= 1− x+ x3 − x4 + x6 − x7 + ...+ (x3n − x3n+1) + ...

Ïîñêîëüêó f (50)(0) = 50!a50, òî íåîáõîäèìî íàéòè êîýôôèöè-
åíò ïðè x50. ×èñëî 50 ïðè äåëåíèè íà 3 äàåò îñòàòîê 2, ò. å. îíî
ïðåäñòàâèìî â âèäå 3n+2, íî òàêèå ñòåïåíè â äàííîì ðàçëîæå-
íèè îòñóòñòâóþò (ýòî 2, 5, 8,...). Çíà÷èò, a50 = 0 è f (50)(0) = 0.

215. Ðåøåíèå.

à) f(x) =
1

a− x
=

1

a

(
1

1− x
a

)
=

1

a

(
1 +

x

a
+
x2

a2
+
x3

a3
+ ...

)
=

=
+∞∑
n=0

xn

an+1
;

á) f(x) =
1

a− x
=

1

(a− b)− (x− b)
=

1

a− b

(
1

1− x−b
a−b

)
=

=
1

a− b

(
1 +

x− b
a− b

+
(x− b)2

(a− b)2
+ ...

)
=

+∞∑
n=0

(x− b)n

(a− b)n+1
;

â) f(x) =
1

a− x
=

1
x

a
x − 1

= −1

x
· 1

1− a
x

= −1

x

+∞∑
n=1

(a
x

)n
=

= −
+∞∑
n=0

an
(

1

x

)n+1

.

216. a = 2, b =
9

2
, c =

47

6
. Ðåøåíèå. Èìååì

e2x+x2
= 1 + (2x+ x2) +

1

2
(2x+ x2)2 +

1

6
(2x+ x2)3 + o(x3) =
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= 1 + 2x+ 3x2 +
10

3
x3 + o(x3),

(1+bx)
1
3 = 1+

1

3
bx+

1
3 ·
(
−2

3

)
2!

(bx)2+o(x2) = 1+
1

3
bx−1

9
(bx)2+o(x2).

Òîãäà ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà ïðèíèìàåò âèä:

1 + 2x+ 3x2 +
10

3
x3 − ax

(
1 +

1

3
bx− 1

9
(bx)2

)
+ o(x3) =

= 1 + x(2− a) + x2

(
3− ab

3

)
+ x3

(
10

3
+
ab2

9

)
+ o(x3).

Ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
2− a = 0;

3− ab
3 = 0;

10
3 + ab2

9 = c,

ò. å. ïðè


a = 2;

b = 9
2 ;

c = 47
6 .

217. a = 2, b = −2, c = −8

3
. Ðåøåíèå.

e2x−x2
= 1 + 2x− x2 +

1

2
(2x− x2)2 +

1

6
(2x− x2)3 + o(x3) =

= 1 + 2x+ x2 − 2

3
x3 + o(x3);

1√
1 + bx2

= (1 + bx2)−
1
2 = 1− bx2

2
+ o(x2), òîãäà

(1 + ax)(1 + bx2)−
1
2 = (1 + ax)

(
1− bx2

2
+ o(x2)

)
=

= 1 + ax− bx2

2
− abx3

2
+ o(x3).

Ïîäñòàâëÿÿ â ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì:

e2x−x2 − 1 + ax√
1 + bx2

=

(
1 + 2x+ x2 − 2

3
x3 + o(x3)

)
−

−
(

1 + ax− bx2

2
− abx3

2
+ o(x3)

)
=
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= (2− a)x+

(
1 +

b

2

)
x2 +

(
ab

2
− 2

3

)
x3 + o(x3).

Ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
2− a = 0;

1 + b
2 = 0;

ab
2 −

2
3 = c,

ò. å. ïðè


a = 2;

b = −2;

c = −8
3 .

218. a =
1

2
, b =

1

12
, c = −1

2
, d =

1

12
. Ðåøåíèå. Ïåðåïèøåì

ðàâåíñòâî â âèäå ex(1 + cx + dx2) = 1 + ax + bx2 + o(x4), èëè,
ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèå ýêñïîíåíòû,(

1 + x+
x2

2
+
x3

6
+
x4

24
+ o(x4)

)
(1+cx+dx2) = 1+ax+bx2+o(x4).

Ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî â âèäå:

(1 + c− a)x+

(
d+ c+

1

2
− b
)
x2 +

(
d+

c

2
+

1

6

)
x3+

+

(
d

2
+
c

6
+

1

24

)
x4 + o(x4) = o(x4),

÷òî âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
1 + c− a = 0;

d+ c+ 1
2 − b = 0;

d+ c
2 + 1

6 = 0;
d
2 + c

6 + 1
24 = 0,

ò. å. ïðè


a = 1

2 ;

b = 1
12 ;

c = −1
2 ;

d = 1
12 .

219. Ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî â âèäå

3 sin 2x = (2 + cos 2x)(ax+ bx3 + cx5 + o(x5)), x→ 0.

Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèÿ äëÿ ñèíóñà è êîñèíóñà, èìååì:

3

(
2x− 8x3

6
+

32x5

120
+ o(x5)

)
=
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=

(
2 + 1− 4x2

2
+

16x4

24
+ o(x5)

)
(ax+ bx3 + cx5 + o(x5)).

Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè, óïðîùàÿ è óäåðæèâàÿ ÷ëåíû íå âûøå 5-ãî
ïîðÿäêà, ïîëó÷èì:

6x−4x3+
4x5

5
+o(x5) = 3ax+(3b−2a)x3+

(
2a

3
− 2b+ 3c

)
x5+o(x5),

îòêóäà íàõîäèì
6 = 3a;

−4 = 3b− 2a;
4
5 = 2a

3 − 2b+ 3c;

ò. å. ïðè


a = 2;

b = 0;

c = − 8
45 .

Èòàê,
3 sin 2x

cos 2x+ 2
= 2x− 8

45
x5 + o(x5), x→ 0.

220. Ðàçëîæèì ôóíêöèþ ïî ôîðìóëå Ìàêëîðåíà:

f(x) = cosx−1 + ax2

1 + bx2
= 1−x

2

2
+
x4

4!
−(1+ax2)(1−bx2+b2x4+o(x4))

= 1− x2

2
+
x4

4!
− (1 + ax2 − bx2 − abx4 + b2x4) + o(x4) =

= x2

(
−1

2
− a+ b

)
+ x4

(
1

24
+ ab− b2

)
+ o(x4).

Ôóíêöèÿ áóäåò áåñêîíå÷íî ìàëîé êàê ìîæíî áîëåå âûñîêîãî
ïîðÿäêà ìàëîñòè, êîãäà{

−1
2 − a+ b = 0;

1
24 + ab− b2 = 0,

⇔

{
a = − 5

12 ;

b = 1
12 .

221. Ïðåäñòàâèì ÷èñëî â âèäå

√
5 =
√

4 + 1 =

√
4

(
1 +

1

4

)
= 2

(
1 +

1

4

)1
2
.

Îöåíêó ÷èñëà ÷ëåíîâ â áèíîìèàëüíîì ðàçëîæåíèè (1 + 1
4)

1
2 ïî

ôîðìóëå Ìàêëîðåíà äëÿ äîñòèæåíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè ìîæ-
íî ïîëó÷èòü èç îöåíêè îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà â ôîðìå Ëàãðàíæà:∣∣∣∣Rn(1

4

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣f (n+1)
(
θ
4

)
(n+ 1)!

(
1

4

)n+1
∣∣∣∣∣ =
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=

∣∣∣∣∣ 1
2(1

2 − 1)(1
2 − 2) · ... · (1

2 − n)(1 + θ
4)

1
2
−n−1

(n+ 1)!

(
1

4

)n+1
∣∣∣∣∣ .

Â äàííîì ñëó÷àå îöåíèì òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèÿ ïðè n = 2:∣∣∣∣R2

(
1

4

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣f (3)
(
θ
4

)
3!

(
1

4

)3
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1
2(1

2 − 1)(1
2 − 2)(1 + θ

4)−
5
2

3!

(
1

4

)3
∣∣∣∣∣

<
1

1024
.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè íàïèñàòü ðàçëîæåíèå äî ÷ëåíà 2-ãî ïîðÿä-
êà âêëþ÷èòåëüíî, ïîëó÷èì, ÷òî òî÷íîå çíà÷åíèå

√
5 îòëè÷àåòñÿ

îò ïîëó÷åííîãî ïðèáëèæåíèÿ

√
5 = 2

(
1 +

1

4

) 1
2

≈ 2

(
1 +

1

2
· 1

4
+

1
2(1

2 − 1)

2!

(
1

4

)2
)

íà âåëè÷èíó, ìåíüøóþ
1

512
.

222. Ðàññìîòðèì ôîðìóëó Òåéëîðà íà ïðîìåæóòêå [0, 1] è
îöåíèì îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìå Ëàãðàíæà, ãäå ξ ∈ (0, 1):∣∣∣∣ex − 1− x− ...− xn

n!

∣∣∣∣ = |Rn(x)| = f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
xn+1 =

=
eξ

(n+ 1)!
xn+1 <

e

(n+ 1)!
<

3

(n+ 1)!
.

223. Ïîñêîëüêó sinx ≈ x− x
3

6
+
x5

5!
+ ... = x− x

3

6
+R4(x), òî

ïðè |ξ| < |x| (ìîæíî áûëî âîñïîëüçîâàòüñÿ íå÷¼òíîñòüþ ôóíê-
öèè è ñ÷èòàòü 0 < ξ < x)∣∣∣∣sinx− x+

x3

6

∣∣∣∣ = |R4(x)| =

∣∣∣∣∣sin(5)(ξ)

5!
· x5

∣∣∣∣∣ =
| cos(ξ)|

5!
· |x|5 6

6
1

120
·
(

1

2

)5

=
1

3840
. Òàêèì îáðàçîì, àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü

íå ïðåâîñõîäèò
1

3840
.
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224. Èìååì
√

5 =
√

1 + 4 =
√

4(1 + 1
4) = 2(1 + 1

4)
1
2 . Îöåíèì

÷èñëî ÷ëåíîâ â ðàçëîæåíèè ïî ôîðìóëå Ìàêëîðåíà äëÿ äîñòè-
æåíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè. Îöåíêó êîëè÷åñòâà ÷ëåíîâ n ìîæíî
ïîëó÷èòü èç îöåíêè îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà â ôîðìå Ëàãðàíæà:

2 ·
1
2(1

2 − 1)(1
2 − 2) · ... · (1

2 − n+ 1)

n!
·
(

1

4

)n
< 10−4.

Íàéäÿ îòñþäà n, çàòåì ìîæíî ïîëó÷èòü èñêîìîå ïðèáëèæåíèå

√
5 ≈ 2 ·

(
1 +

1

2
· 1

4
+

1
2(1

2 − 1)

2!
· 1

42
+

1
2(1

2 − 1)(1
2 − 2)

3!
· 1

43
+ ...

+...+
1
2(1

2 − 1) · ... · (1
2 − n+ 1)

n!
· 1

4n

)
≈ 2, 2361.

225. Ïðåäñòàâèì
√

2 â âèäå√
50

25
=

√
50

49
· 49

25
=

7

5

√
1 +

1

49
.

Òîãäà, èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå
√

1 + x ≈ 1 +
1

2
x− 1

8
x2, ïîëó÷èì

√
2 ≈ 7

5

(
1 +

1

98
− 1

8
· 1

492

)
= 1, 4(1+0, 0102−0, 0005) = 1, 4142.

Ïðè ýòîì ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèÿ

7

5

∣∣∣∣R2

(
1

49

)∣∣∣∣ =
7

5

∣∣∣∣∣f (3)
(
θ
49

)
3!

(
1

49

)3
∣∣∣∣∣ =

=
7

5

∣∣∣∣∣ 1
2(1

2 − 1)(1
2 − 2)(1 + θ

49)−
5
2

3!

(
1

49

)3
∣∣∣∣∣ < 7, 5 · 10−7 <

1

104

îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íîé. Ìîæíî áûëî ïðîâåñòè âû÷èñëåíèÿ è
òàê:

√
2 =

7

5

(
49

50

)− 1
2

=
7

5
(1− 0, 02)−

1
2 = 1, 4(1 + 0, 01 + 0, 00015) =

= 1, 41421, âîñïîëüçîâàâøèñü ðàçëîæåíèåì

1√
1 + x

≈ 1− x

2
+

3x2

8
.
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8 ÑÅÌÈÍÀÐ: Íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë

è ìåòîäû åãî âû÷èñëåíèÿ

¾Äèñòàíöèîííàÿ ôîðìà îáó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàçíîâèäíîñòüþ
î÷íîé ôîðìû îáðàçîâàòåëüíîãî ïðîöåññà¿.

¾Èíòåðôàêñó¿ � ïðåññ�ñëóæáà ÌÃÓ,
18 íîÿáðÿ 2020 ã.

8.1 Ïåðâîîáðàçíàÿ è íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè ïî å¼ èçâåñòíîé
ïðîèçâîäíîé. Ýòî âàæíåéøàÿ çàäà÷à èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëå-
íèÿ, íàçûâàåìàÿ èíòåãðèðîâàíèåì. Ïðîöåäóðà èíòåãðèðîâà-
íèÿ ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ïðîöåäóðå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Ïîíÿòèå ïåðâî�îáðàçíîé.1 Ïóñòü íà èíòåðâàëå (a, b), âîç-
ìîæíî áåñêîíå÷íîì, îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ îäíîé äåéñòâèòåëü-
íîé ïåðåìåííîé f(x).

Ôóíêöèÿ F (x) íàçûâàåòñÿ òî÷íîé ïåðâî�îáðàçíîé ïî îòíî-
øåíèþ ê ôóíêöèè f(x) íà èíòåðâàëå2 (a, b), åñëè â ëþáîé òî÷-
êå ýòîãî èíòåðâàëà ôóíêöèÿ F (x) äèôôåðåíöèðóåìà è èìååò
ïðîèçâîäíóþ F ′(x), ðàâíóþ f(x) (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, f(x)dx
ñëóæèò äèôôåðåíöèàëîì äëÿ F (x): dF (x) = f(x)dx).

Ïðèìåð 66. Ôóíêöèÿ sinx ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé ïåðâîîáðàçíîé äëÿ

ôóíêöèè cosx íà ìíîæåñòâå âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R, ïîñêîëü-
êó (sinx)′ = cosx. �

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(x) èìååò íà (a, b) õîòÿ áû îäíó
ïåðâîîáðàçíóþ ôóíêöèþ F (x), òî îíà èìååò íà ýòîì èíòåðâàëå
ñðàçó áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïåðâîîáðàçíûõ, ïîñêîëüêó ëþáàÿ

1Îò ñëîâà ¾�îáðàç¿. Çäåñü ¾ïëàâàþùåå¿ óäàðåíèå, èíîãäà äîïóñêàåòñÿ
óäàðåíèå ¾ïåðâîîáð�àçíàÿ¿.

2Ïîä òî÷íîé ïåðâîîáðàçíîé äëÿ f(x) íà ñåãìåíòå [a, b] áóäåì ïîíè-
ìàòü ôóíêöèþ F (x), èìåþùóþ ïðîèçâîäíóþ F ′(x) â ëþáîé âíóòðåííåé
òî÷êå ñåãìåíòà, ðàâíóþ f(x), è, êðîìå òîãî, èìåþùóþ ïðàâóþ ïðîèçâîä-
íóþ F ′(a + 0), ðàâíóþ f(a + 0), è ëåâóþ ïðîèçâîäíóþ F ′(b − 0), ðàâíóþ
f(b− 0).
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ôóíêöèÿ âèäà F (x) +C, ãäå C � ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå
÷èñëî, òàêæå áóäåò óäîâëåòâîðÿòü îïðåäåëåíèþ ïåðâîîáðàçíîé.
Áîëåå òîãî, åñëè F (x) � îäíà èç ïåðâîîáðàçíûõ äëÿ ôóíêöèè
f(x) íà (a, b), òî ëþáàÿ äðóãàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ F (x) äëÿ ýòîé
ôóíêöèè íà äàííîì èíòåðâàëå èìååò âèä F (x) = F (x) +C, ãäå
C � íåêîòîðîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Òàêèì îáðàçîì, ëþáûå
äâå ïåðâîîáðàçíûå îäíîé ôóíêöèè ìîãóò îòëè÷àòüñÿ òîëüêî
íà êîíñòàíòó. Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî â ñèëó äèôôåðåíöèðóåìîñòè
ïåðâîîáðàçíàÿ âñåãäà ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé.

Íå âñÿêàÿ ôóíêöèÿ èìååò ïåðâîîáðàçíóþ â ïðèâåä¼ííîì
âûøå ñòðîãîì ñìûñëå ñëîâà, ïîòîìó ÷òî íå âñÿêàÿ ôóíêöèÿ
ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé îò äðóãîé ôóíêöèè. Íî åñëè ôóíêöèÿ
f(x), îïðåäåë¼ííàÿ íà (a, b), èìååò íà ýòîì ìíîæåñòâå ïåðâî-
îáðàçíóþ, òî îíà íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé íà í¼ì. Ðàñøè-
ðèòü êëàññ èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé ïîçâîëèëî ââåäåíèå ïîíÿ-
òèÿ îáîáù¼ííîé ïåðâîîáðàçíîé.

Ôóíêöèÿ F (x) íàçûâàåòñÿ îáîáù¼ííîé ïåðâîîáðàçíîé äëÿ
ôóíêöèè f(x) íà èíòåðâàëå (a, b), åñëè: 1) F (x) íåïðåðûâíà
íà (a, b); 2) â ëþáîé òî÷êå x ∈ (a, b), çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü
ìîæåò, ìíîæåñòâà òî÷åê K, ôóíêöèÿ F (x) äèôôåðåíöèðóåìà
è èìååò ïðîèçâîäíóþ F ′(x), ðàâíóþ f(x). Ïðè ýòîì â ñëó÷àå
êîíå÷íîãî èíòåðâàëà (a, b) ìíîæåñòâî K ñîñòîèò íå áîëåå ÷åì
èç êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê. Åñëè æå èíòåðâàë (a, b) áåñêîíå÷åí,
ò. å. èìååò âèä (−∞, b), (a,+∞) èëè (−∞,+∞), òî ìíîæåñòâî
K ìîæåò áûòü ñ÷¼òíûì, íî ïðè ýòîì êàæäûé êîíå÷íûé ïîäèí-
òåðâàë èç (a, b) íå äîëæåí ñîäåðæàòü áîëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà
òî÷åê K.

Òàêèì îáðàçîì, â îòëè÷èå îò îïðåäåëåíèÿ òî÷íîé ïåðâîîá-
ðàçíîé, â ïîíÿòèè îáîáù¼ííîé ïåðâîîáðàçíîé äîïóñêàåòñÿ, ÷òî
ïðîèçâîäíàÿ ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü â îòäåëüíûõ òî÷êàõ èíòåð-
âàëà èíòåãðèðîâàíèÿ. Åñëè íåò íåîáõîäèìîñòè ïîä÷¼ðêèâàòü,
÷òî ìû èìååì äåëî èìåííî ñ òî÷íîé èëè îáîáù¼ííîé ïåðâîîá-
ðàçíîé, òî áóäåì íàçûâàòü F (x) ïðîñòî ïåðâîîáðàçíîé.

Ïðèìåð 67. Íàéòè îáùèé âèä ïåðâîîáðàçíîé äëÿ ôóíêöèè
f(x) = e|x| íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

Ðåøåíèå. Ïðè x > 0 f(x) = ex è ïåðâîîáðàçíàÿ èìååò âèä
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F (x) = ex+C1, ãäå C1 ∈ R. Ïðè x < 0 f(x) = e−x è, ñîîòâåòñòâåííî, å¼
ïåðâîîáðàçíàÿ èìååò âèä F (x) = −e−x+C2, ãäå C2 ∈ R. Ó÷ò¼ì òåïåðü
íåïðåðûâíîñòü ïåðâîîáðàçíîé â òî÷êå x = 0: lim

x→0−0
(−e−x + C2) =

lim
x→0+0

(ex +C1), îòêóäà íàõîäèì C2 = C1 + 2. Òàêèì îáðàçîì, îáùèé

âèä ëþáîé èç ïåðâîîáðàçíûõ ñëåäóþùèé:

F (x) =

{
ex + C1, åñëè x ≥ 0;

−e−x + C1 + 2, åñëè x < 0.

Îòìåòèì, ÷òî, òàê êàê

F ′+(0) = lim
x→0+0

F (x)− F (0)

x
= lim
x→0+0

(ex + C1)− (1 + C1)

x
= 1,

F ′−(0) = lim
x→0−0

F (x)− F (0)

x
= lim
x→0−0

(−e−x + C1 + 2)− (1 + C1)

x
= 1,

òî F (x) äèôôåðåíöèðóåìà âñþäó, âêëþ÷àÿ òî÷êó x = 0, ò. å. ìû

íàøëè òî÷íóþ ïåðâîîáðàçíóþ.

Ïîíÿòèå íåîïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà. Ñîâîêóïíîñòü
âñåõ ïåðâîîáðàçíûõ ôóíêöèé äëÿ äàííîé ôóíêöèè f(x) íà
ïðîìåæóòêå (a, b) íàçûâàåòñÿ íåîïðåäåë¼ííûì èíòåãðàëîì îò
ôóíêöèè f(x) íà ýòîì ìíîæåñòâå è îáîçíà÷àåòñÿ∫

f(x)dx = F (x) + C,

ãäå F (x) � ëþáàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ f(x) íà (a, b), C � ïðî-
èçâîëüíàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ êîíñòàíòà. Ïðè ýòîì ñèìâîë

∫
íà-

çûâàåòñÿ çíàêîì èíòåãðàëà, f(x) � ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèåé
(åñëè èíòåãðàë ñóùåñòâóåò, òî ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðó-
åìîé), f(x)dx � ïîäûíòåãðàëüíûì âûðàæåíèåì, x � ïåðåìåííîé
èíòåãðèðîâàíèÿ, à dx � å¼ äèôôåðåíöèàëîì. Îáëàñòü èíòåãðè-
ðîâàíèÿ (a, b) îáû÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü èç êîíòåêñòà çàäà÷è
(÷àùå âñåãî ýòî ïðîìåæóòêè íåïðåðûâíîñòè f(x)). Íàïðèìåð,∫

0dx = C,
∫
dx = x+ C.

Ïðèìåð 68. [6, � 1648] Íàéòè íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë∫ √
1− sin 2x dx (0 ≤ x ≤ π).
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Ðåøåíèå. Èìååì∫ √
1− sin 2x dx =

∫ √
(cosx− sinx)2 dx =

∫
| cosx− sinx|dx =

=

{
sinx+ cosx+ C, åñëè 0 ≤ x ≤ π

4 ;

− sinx− cosx+ C1, åñëè
π
4 < x ≤ π.

Â òî÷êå
π

4
çàïèøåì óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè ïåðâîîáðàçíûõ:

sin
π

4
+ cos

π

4
+ C = − sin

π

4
− cos

π

4
+ C1,

îòêóäà C1 = C + 2
√

2. Òàêèì îáðàçîì, èìååì∫ √
1− sin 2x dx =

{
sinx+ cosx+ C, åñëè 0 ≤ x ≤ π

4 ;

− sinx− cosx+ C + 2
√

2, åñëè π
4 < x ≤ π.

Çàìå÷àíèå. Èíîãäà â äàííîé çàäà÷å ïðèâîäÿò îòâåò â âèäå∫ √
1− sin 2x dx = (sinx+ cosx) · sgn(cosx− sinx) + C.

Íàäî ïîíèìàòü, ÷òî ýòî íå âïîëíå êîððåêòíî. Äåéñòâèòåëüíî, òàê âû-

ãëÿäèò íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ
[
0,
π

4

)
è
(π

4
, π
]
. Îäíàêî íà âñ¼ì îòðåçêå [0, π] èíòåãðàë ðàâåí èìåííî âû-

ðàæåíèþ, ïîëó÷åííîìó íàìè âûøå. �

Âîîáùå, åñëè â óñëîâèè çàäà÷è ñêàçàíî, ÷òî íàäî âû÷èñëèòü
íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë, íî íå óêàçàíî, íà êàêîì èìåííî ïðî-
ìåæóòêå, òî ýòî ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî åãî òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü íà
îáëàñòè èíòåãðèðóåìîñòè ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè. È, ñòðî-
ãî ãîâîðÿ, â îòâåòå ñëåäóåò óêàçûâàòü ýòó îáëàñòü èíòåãðèðóå-
ìîñòè, íàïðèìåð ∫

dx

x
= ln |x|+ C (x 6= 0).

Òàêàÿ çàïèñü îçíà÷àåò, ÷òî äàííàÿ ôîðìóëà ñïðàâåäëèâà äëÿ
ëþáîãî èíòåðâàëà, íå ñîäåðæàùåãî âíóòðè ñåáÿ çíà÷åíèå x = 0
(â òîì ÷èñëå äëÿ êàæäîãî èç áåñêîíå÷íûõ èíòåðâàëîâ (−∞, 0)
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è (0,+∞)). Ýòà ôîðìà îòâåòà â äàííîì ñëó÷àå åäèíñòâåííî âîç-
ìîæíàÿ, òàê êàê íàéòè èíòåãðàë íà îáúåäèíåíèè ýòèõ ïðîìå-
æóòêîâ íåëüçÿ, ïîñêîëüêó ïåðâîîáðàçíûå òåðïÿò ðàçðûâ 2-ãî
ðîäà â òî÷êå x = 0.

Èíîãäà ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà ïðèìåíÿåòñÿ èñêóññòâåí-
íûé ïðè¼ì äåëåíèÿ íà íåêîòîðîå âûðàæåíèå, êîòîðîå, åñòå-
ñòâåííî, òîãäà íå äîëæíî îáðàùàòüñÿ â íóëü. Äîïóñòèì, ýòî
âûðàæåíèå ðàâíî íóëþ ïðè x = x0. Òîãäà âû÷èñëÿþò èíòåãðàë
ïðè x 6= x0, à â êîíöå, åñëè ïðè ýòîì çíà÷åíèè x0 íè ïîäûíòå-
ãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ, íè ïåðâîîáðàçíûå íå èìåþò îñîáåííîñòåé
(îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû), äîîïðåäåëÿþò ïîëó÷åííîå âûðà-
æåíèå äëÿ ïåðâîîáðàçíûõ â òî÷êå x0 èõ ïðåäåëüíûìè çíà÷åíè-
ÿìè.

Ïðèìåð 69. Íàéòè íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë
∫ x2 − 1

(x2 + x+ 1)2
dx.

Ðåøåíèå. Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà, íåïðåðûâíà è,
ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðèðóåìà ïðè âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ x. Ïðè x 6= 0
èìååì:∫

x2 − 1

(x2 + x+ 1)2
dx =

∫
x2(1− 1

x2 )

x2(x+ 1
x + 1)2

dx =

∫
d(x+ 1

x )

(x+ 1
x + 1)2

=

=

∫
du

(u+ 1)2
= − 1

u+ 1
+ C = − x

x2 + x+ 1
+ C.

Â òî÷êå x = 0 ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ è å¼ ïåðâîîáðàçíûå

− x

x2 + x+ 1
+ C íåïðåðûâíû, ïîýòîìó ïîëó÷åííûé äëÿ èíòåãðàëà

ðåçóëüòàò ìîæíî ñ÷èòàòü âåðíûì è ïðè x = 0, åñëè äîîïðåäåëèòü
êàæäóþ ïåðâîîáðàçíóþ å¼ çíà÷åíèåì â íóëå.

Îòâåò: − x

x2 + x+ 1
+ C, x ∈ R. �

Îáðàòèì âíèìàíèå ÷èòàòåëÿ åù¼ íà îäíî îáñòîÿòåëüñòâî.
Åñëè ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ñîäåðæèò ðàäèêàëû âèäà
√
x2 − a2 èëè

√
x− a
x+ a

, òî â ýòîì ñëó÷àå ïåðâîîáðàçíàÿ èùåò-

ñÿ íà ëó÷å x > a èëè íà ëó÷å x < −a. Òàê êàê îáû÷íî íåò
íèêàêèõ îñíîâàíèé ïðåäïî÷åñòü îäèí ëó÷ äðóãîìó, òî ÷àñòî
âûáèðàþò òîò ëó÷, íà êîòîðîì áóäåò áîëåå ïðîñòàÿ çàïèñü ïðå-
îáðàçîâàííîãî ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ, ò. å. ëó÷ x > a
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(íà äðóãîì ëó÷å x < −a ïåðâîîáðàçíàÿ íàõîäèòñÿ ñîâåðøåííî
àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè). Ýòî ïîçâîëÿåò ïðè óïðîùåíèè
ðàäèêàëîâ îäíîçíà÷íî ðàñêðûâàòü ìîäóëè. Â ýòîé æå ñèòóàöèè
ïðè çàïèñè îòâåòà (è íåïîñðåäñòâåííî èíòåãðèðîâàíèè) ìîæíî
èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ ñèãíóì.

Ïðèìåð 70. [6, � 1683] Íàéòè íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë∫
dx

x
√
x2 − 1

.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ïîäñòàíîâêîé t =
1

x
, òîãäà dx = −dt

t2
,

√
x2 − 1 =

√
1
t2 − 1 =

√
1− t2
|t|

, è, ó÷èòûâàÿ òîæäåñòâî |t| = t · sgn t,

ïîëó÷àåì:∫
dx

x
√
x2 − 1

=

∫ −dtt2
1
t ·
√

1−t2
|t|

= −sgn t

∫
dt√

1− t2
=

= −
∫

d|t|√
1− |t|2

= − arcsin |t|+ C = − arcsin
1

|x|
+ C. �

Èíòåãðàëû, âûðàæàåìûå è íåâûðàæàåìûå â ýëå-
ìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ. Òðóäíîñòü èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëå-
íèÿ ñðàâíèòåëüíî ñ äèôôåðåíöèàëüíûì èñ÷èñëåíèåì ñîñòîèò
â òîì, ÷òî íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë îò ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèè
ìîæåò íå áûòü ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèåé. Äàæå â òåõ ñëó÷àÿõ,
êîãäà èíòåãðàë âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè (ò. å.,
êàê ãîâîðÿò, áåð¼òñÿ â êîíå÷íîì âèäå), íåò åäèíûõ ðåöåïòîâ,
êîòîðûå ïîçâîëÿëè áû íàéòè òàêîå âûðàæåíèå. Â òî æå âðåìÿ
ðàçëè÷íûå ñïîñîáû èíòåãðèðîâàíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ â êóðñå
ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, ñóùåñòâóþò îáøèðíûå òàáëèöû èí-
òåãðàëîâ.

Èçâåñòíû ñðàâíèòåëüíî íåìíîãèå îáùèå êëàññû ôóíêöèé,
äëÿ êîòîðûõ èíòåãðèðîâàíèå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî â êîíå÷-
íîì âèäå. Îáû÷íî èõ è èçó÷àþò â êóðñå âûñøåé øêîëû. Â ÷àñò-
íîñòè, âàæíûé êëàññ ôóíêöèé, èíòåãðàëû îò êîòîðûõ áåðóòñÿ
â êîíå÷íîì âèäå, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàöèîíàëüíûå àëãåáðà-

è÷åñêèå ôóíêöèè â âèäå îòíîøåíèÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ
P (x)

Q(x)
.
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Ìíîãèå èððàöèîíàëüíûå àëãåáðàè÷åñêèå ôóíêöèè, íàïðèìåð,
ðàöèîíàëüíî çàâèñÿùèå îò

√
ax2 + bx+ c è x èëè æå îò x è

ðàöèîíàëüíûõ ñòåïåíåé äðîáè
ax+ b

cx+ d
, òàêæå èíòåãðèðóþòñÿ â

êîíå÷íîì âèäå. Â êîíå÷íîì âèäå èíòåãðèðóþòñÿ è íåêîòîðûå
òðàíñöåíäåíòíûå ôóíêöèè, íàïðèìåð, ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè
ñèíóñà è êîñèíóñà.

Äîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèÿ
f(x) âñåãäà èìååò íà èíòåðâàëå (a, b) ïåðâîîáðàçíóþ, â êà÷å-
ñòâå êîòîðîé ìîæíî âçÿòü îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë ñ ïåðåìåí-
íûì âåðõíèì ïðåäåëîì: F (x) =

∫ x
a f(t)dt (a < x < b). Ïîýòîìó

âñå ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè èíòåãðèðóåìû íà âñåõ èíòåðâàëàõ,
âõîäÿùèõ â èõ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Îäíàêî â ðåçóëüòàòå èíòå-
ãðèðîâàíèÿ äàëåêî íå âñåãäà ïîëó÷àþòñÿ ñíîâà ýëåìåíòàðíûå
ôóíêöèè, êàê ýòî èìååò ìåñòî ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè.

Ôóíêöèè, êîòîðûå èçîáðàæàþòñÿ íåîïðåäåë¼ííûìè èíòå-
ãðàëàìè, íå áåðóùèìèñÿ â êîíå÷íîì âèäå, îáðàçóþò ñîáîé íî-
âûå òðàíñöåíäåíòíûå ôóíêöèè. Ìíîãèå èç íèõ òàêæå õîðîøî
èçó÷åíû. Ê íèì îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð,

èíòåãðàë Ïóàññîíà :

∫
e−x

2
dx,

èíòåãðàëû Ôðåíåëÿ :

∫
sin(x2)dx,

∫
cos(x2)dx,

èíòåãðàëüíûé ëîãàðèôì : li(x) =

∫
dx

lnx
,

èíòåãðàëüíûå ñèíóñ è êîñèíóñ :

si(x) =

∫
sinx

x
dx, ci(x) =

∫
cosx

x
dx,

èíòåãðàëüíàÿ ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ : ei(x) =

∫
ex

x
dx,

Íå âû÷èñëÿþòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ èíòåãðàëû
∫ ex

xn
dx,∫ sinx

xn
dx,

∫ cosx

xn
dx (x ∈ N) è ìíîãèå äðóãèå. Òàê, èíòåãðàëû
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âèäà
∫
R(x,

√
ax3 + bx2 + cx+ δ)dx, êàê ïðàâèëî, óæå íå âûðà-

æàþòñÿ â êîíå÷íîì âèäå ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè. Ôóíê-
öèè, ñàìè íå ÿâëÿþùèåñÿ ýëåìåíòàðíûìè, íî îïðåäåëÿåìûå ÷å-
ðåç íèõ ñ ïîìîùüþ àíàëèòè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé òèïà èíòåãðè-
ðîâàíèÿ è äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, îáû÷íî íàçûâàþò ñïåöèàëüíû-
ìè ôóíêöèÿìè.

Äàæå åñëè èíòåãðàë íå ïîääà¼òñÿ àíàëèòè÷åñêîìó âû÷èñ-
ëåíèþ, åãî ìîæíî ðàññ÷èòàòü ïðèáëèæ¼ííî ñ íåêîòîðîé ñòåïå-
íüþ òî÷íîñòè. Òàê, â êóðñå âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ èçó÷àþò-
ñÿ ñïåöèàëüíûå ñïîñîáû ïðèáëèæ¼ííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðà-
ëîâ ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì (ìåòîäû ïðÿìî-
óãîëüíèêîâ, òðàïåöèé, ïàðàáîë, ñïëàéí-àïïðîêñèìàöèÿ è ïð.
ïîäõîäû).

Èç ñîâðåìåííûõ ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ íàçîâ¼ì äîñòàòî÷-
íî ìîùíûé ïàêåò äëÿ îíëàéí èíòåãðèðîâàíèÿ ¾Wolfram
Mathematica (online integrator)¿, êîòîðûé ìîæíî íàéòè ïî
ññûëêå http : //integrals.wolfram.com/

8.2 Îñíîâíûå ñâîéñòâà íåîïðåäåë¼ííîãî èíòåãðà-
ëà. Òàáëèöà ïðîñòåéøèõ èíòåãðàëîâ

Îñíîâíûå ñâîéñòâà íåîïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà ñëåäóþò
èç åãî îïðåäåëåíèÿ.

1.
(∫
f(x)dx

)′
= f(x), d

(∫
f(x)dx

)
= f(x)dx.

2.
∫
dF (x) = F (x) + C (C ∈ R) (ýòè ñâîéñòâà îòðàæàþò

âçàèìíî îáðàòíûé õàðàêòåð îïåðàöèé èíòåãðèðîâàíèÿ è äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ).

3.
∫
Cf(x)dx = C

∫
f(x)dx, ãäå C 6= 0 (ïîñòîÿííûé ìíîæè-

òåëü ìîæíî âûíîñèòü èç-ïîä çíàêà èíòåãðàëà).

4.
∫

(f(x) ± g(x))dx =
∫
f(x)dx ±

∫
g(x)dx (ïîäðàçóìåâàåò-

ñÿ, ÷òî îáå ôóíêöèè f(x), g(x) èíòåãðèðóåìû íà îäíîì è òîì
æå ìíîæåñòâå). Ñâîéñòâà 3 è 4 îòðàæàþò ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè
íåîïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà, ïðè÷¼ì ýòè ðàâåíñòâà íîñÿò óñëîâ-
íûé õàðàêòåð: îíè âûïîëíÿþòñÿ ëèøü ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèç-
âîëüíîé êîíñòàíòû.

Ñëåäóþùåå ñâîéñòâî 5 ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðèâåä¼ííàÿ íèæå
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òàáëèöà èíòåãðàëîâ ñïðàâåäëèâà íåçàâèñèìî îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ
ëè ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé èëè
ôóíêöèåé.

5. Åñëè
∫
f(x)dx = F (x) + C è u = ϕ(x) � íåïðåðûâíî äèô-

ôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, òî
∫
f(u)du = F (u) + C.

6. Îäíà èç ïåðâîîáðàçíûõ ÷¼òíîé ôóíêöèè åñòü ôóíê-
öèÿ íå÷¼òíàÿ, à âñÿêàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ íå÷¼òíîé ôóíêöèè åñòü
ôóíêöèÿ ÷¼òíàÿ.

Ðàññìîòðèì äàëåå òàáëè÷íûå èíòåãðàëû è íàèáîëåå îáùèå
ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ íåîïðåäåë¼ííûõ èíòåãðàëîâ. Ê íèì òðàäè-
öèîííî îòíîñÿò ñëåäóþùèå: ñâåäåíèå èíòåãðàëà ê ïðîñòåéøèì
èíòåãðàëàì ïðè ïîìîùè òîæäåñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé è èñ-
ïîëüçîâàíèÿ ñâîéñòâ èíòåãðàëîâ, ìåòîä çàìåíû ïåðåìåííîé è
èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðè-
ïèñûâàòü êîíñòàíòó C â íåîïðåäåë¼ííîì èíòåãðàëå íóæíî

îáÿçàòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âû íàõîäèòå ëèøü îäíó èç
ïåðâîîáðàçíûõ, è ýòî ñ÷èòàåòñÿ âåñüìà ãðóáîé îøèáêîé. Êðî-
ìå òîãî, íàäî ïðèó÷èòü ñåáÿ ïðè âû÷èñëåíèè íåîïðåäåë¼ííûõ
èíòåãðàëîâ âñåãäà óêàçûâàòü îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ (àíà-
ëîã ÎÄÇ â óðàâíåíèÿõ è íåðàâåíñòâàõ, îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèé). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî íèæå ìû áóäåì ãîâîðèòü îá èí-
òåãðàëàõ òîëüêî äëÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Åñëè æå ôóíêöèÿ
èìååò òî÷êè ðàçðûâà, òî ðàññìàòðèâàòü å¼ áóäåì ëèøü â ïðî-
ìåæóòêàõ å¼ íåïðåðûâíîñòè, ãäå èíòåãðàë îò íå¼ ñóùåñòâóåò.

Òàáëèöà ïðîñòåéøèõ èíòåãðàëîâ.

Îòìåòèì, ÷òî íàçâàíèå ¾òàáëè÷íûé èíòåãðàë¿ ÿâëÿåòñÿ äî-
âîëüíî óñëîâíûì. Ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé ìèíèìàëüíûé íàáîð
íåîïðåäåë¼ííûõ èíòåãðàëîâ, ê êîòîðûì íàèáîëåå ÷àñòî ñâî-
äèòñÿ âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ. Â ÷àñòíîñòè, ê íèì îòíîñÿò èí-
òåãðàëû îò íåêîòîðûõ èçâåñòíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Ïî
ìåðå òîãî, êàê âû ïðèîáðåòàåòå âñ¼ áîëüøå íàâûêîâ â âû÷èñ-
ëåíèè íåîïðåäåë¼ííûõ èíòåãðàëîâ, ïîíÿòèå ¾òàáëè÷íîãî èíòå-
ãðàëà¿ ðàñøèðÿåòñÿ, è â óñëîâíóþ òàáëèöó ïîïàäàþò ìíîãèå èç
âû÷èñëåííûõ ïðåæäå èíòåãðàëîâ. Ïðàâèëüíîñòü âûïîëíåííî-
ãî èíòåãðèðîâàíèÿ â ñëó÷àå ñîìíåíèé âñåãäà ìîæíî ïðîâåðèòü,
ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò. Ïðèâåä¼ì ëèøü
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íåêîòîðûå, íàèáîëåå ÷àñòî óïîòðåáëÿåìûå âèäû èíòåãðàëîâ.

Èíòåãðàëû îò ñòåïåíí�ûõ ôóíêöèé:

1.
∫
xndx =

xn+1

n+ 1
+ C (n ∈ R\{−1});

2.
∫ dx
x

= ln |x|+ C (x 6= 0).

Èíòåãðàëû îò ïîêàçàòåëüíûõ (â ÷àñòíîñòè, ýêñïîíåíöèàëü-
íîé, êîãäà a = e) ôóíêöèé:

3.
∫
axdx =

ax

ln a
+C (a > 0, a 6= 1, x ∈ R),

∫
exdx = ex+C.

Èíòåãðàëû îò òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé:

4.
∫

cosxdx = sinx+ C (x ∈ R);

5.
∫

sinxdx = − cosx+ C (x ∈ R);

6.
∫ dx

cos2 x
= tg x+ C (x 6= π

2
+ πn, n ∈ Z);

7.
∫ dx

sin2 x
= − ctg x+ C (x 6= πn, n ∈ Z).

Èíòåãðàëû îò ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé:

8.
∫ dx

x2 + 1
=

{
arctg x+ C,

− arcctg x+ C
(x ∈ R; ýòîò èíòåãðàë ïîä-

ðàçóìåâàåò äâîÿêóþ ôîðìó çàïèñè; â çàâèñèìîñòè îò ñèòóàöèè
ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê ïåðâîå, òàê è âòîðîå åãî ïðåäñòàâëå-
íèå);

9.
∫ dx

x2 + a2
=

{
1
a arctg x

a + C,

− 1
a arcctg x

a + C
(x ∈ R); çäåñü è íèæå

ïàðàìåòð a ñ÷èòàåì ïîëîæèòåëüíûì;

10.
∫ dx

x2 − a2
=

1

2a
ln

∣∣∣∣x− ax+ a

∣∣∣∣+ C (x 6= ±a);

Èíòåãðàëû îò èððàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé:

11.
∫ dx√

1− x2
=

{
arcsinx+ C,

− arccosx+ C
(|x| < 1);

12.
∫ dx√

a2 − x2
=

{
arcsin x

a + C,

− arccos xa + C
(|x| < a);
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13.
∫ dx√

x2 ± a2
= ln |x+

√
x2 ± a2|+ C (x2 ± a2 > 0);

14.
∫ √

a2 − x2dx =
x

2

√
a2 − x2 +

a2

2
arcsin

x

a
+ C (|x| ≤ a);

15.
∫ √

a2 + x2dx =
x

2

√
a2 + x2 +

a2

2
ln |x+

√
x2 + a2|+ C.

Èíòåãðàëû îò ãèïåðáîëè÷åñêèõ ôóíêöèé:

16.
∫

shxdx = chx+ C (x ∈ R);

17.
∫

chxdx = shx+ C (x ∈ R);

18.
∫ dx

ch2 x
dx = thx+ C (x ∈ R);

19.
∫ dx

sh2 x
dx = cthx+ C (x 6= 0).

Ñóùåñòâóþò ñïåöèàëüíûå (ïîïîëíÿåìûå) òàáëèöû íåîïðå-
äåë¼ííûõ èíòåãðàëîâ, ñîäåðæàùèå áîëüøîå êîëè÷åñòâî íûíå
èçâåñòíûõ èíòåãðàëîâ, ê êîòîðûì ìîæíî îáðàùàòüñÿ â ñëó÷àå
íåîáõîäèìîñòè.

8.3 Îñíîâíûå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ

Ïðàêòè÷åñêè ëþáîé íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ ïó-
ò¼ì åãî óïðîùåíèÿ è ñâåäåíèÿ â êîíå÷íîì èòîãå ê òàáëè÷íî-
ìó (òàáëè÷íûì) èíòåãðàëó. Ñïåöèôèêà èñïîëüçóåìûõ ïðè ýòîì
ìàòåìàòè÷åñêèõ ñðåäñòâ ïîçâîëÿåò îòíåñòè ê îñíîâíûì ìåòî-
äàì èíòåãðèðîâàíèÿ ñëåäóþùèå òðè ñïîñîáà èíòåãðàöèè:

� èñïîëüçîâàíèå àëãåáðàè÷åñêèõ, òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ è
ïðî÷èõ ïðåîáðàçîâàíèé, à òàêæå ñâîéñòâ èíòåãðàëîâ;

� çàìåíà ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ;

� èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì.

Çàìåòèì, ÷òî â ëþáîé áîëåå-ìåíåå ñëîæíîé çàäà÷å îáû÷-
íî â ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèÿõ èñïîëüçóþòñÿ ñðàçó íåñêîëüêî
ïðè¼ìîâ. Â ÷àñòíîñòè, ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà çàìåíà ïåðå-
ìåííûõ (èëè èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì) ìîãóò èñïîëüçîâàòü-
ñÿ íåîäíîêðàòíî, ñîïðîâîæäàÿñü óïðîùàþùèìè ðåøåíèå ïðå-
îáðàçîâàíèÿìè ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ. Îñòàíîâèìñÿ íà
êàæäîì èç ïåðå÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ïîäðîáíåå.
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Èíòåãðèðîâàíèå ïóò¼ì ñâåäåíèÿ ê òàáëè÷íûì èíòå-
ãðàëàì ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Èíîãäà
èíòåãðàë óäà¼òñÿ âû÷èñëèòü, íå ïðèáåãàÿ ê çàìåíå ïåðåìåííîé
èëè èíòåãðèðîâàíèþ ïî ÷àñòÿì, à ïðîñòî ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷-
íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ, òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ è äðóãèõ ïðåîáðàçî-
âàíèé ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ è èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî ëè-
íåéíîñòè èíòåãðàëîâ. Ê ïðåîáðàçîâàíèÿì òàêîãî ðîäà îòíîñÿò
îáû÷íî ñëåäóþùèå:

� äîáàâëåíèå (ñ îäíîâðåìåííûì âû÷èòàíèåì) ê ïîäûí-
òåãðàëüíîé ôóíêöèè êîíñòàíòû èëè íåêîòîðîãî âûðàæåíèÿ;
îáû÷íî çà ýòèì ñëåäóåò ðàçáèåíèå èíòåãðàëà â ñóììó áîëåå
ïðîñòûõ èíòåãðàëîâ, íàïðèìåð:

Ïðèìåð 71. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë∫
xdx

x+ 1
=

∫
(x+ 1)− 1

x+ 1
dx =

=

∫
dx−

∫
dx

x+ 1
= x− ln |x+ 1|+ C (x 6= −1).

Àíàëîãè÷íûì ïðè¼ìîì âû÷èñëÿåòñÿ èíòåãðàë
∫ dx

(x2 + a2) (x2 + b2)
;

� îäíîâðåìåííîå óìíîæåíèå èëè äåëåíèå ÷èñëèòåëÿ è çíàìå-
íàòåëÿ äðîáè ïîä çíàêîì èíòåãðàëà íà íåêîòîðîå âûðàæåíèå;
íàïðèìåð, ïðè èíòåãðèðîâàíèè ôóíêöèé ñ ðàäèêàëàìè ÷àñòî
ïðèìåíÿþò äîìíîæåíèå íà ñîïðÿæ¼ííîå âûðàæåíèå:

Ïðèìåð 72. [6, � 1729] Âû÷èñëèòü èíòåãðàë∫
dx√

x+ 1 +
√
x− 1

=
1

2

∫ (√
x+ 1−

√
x− 1

)
dx =

=
1

2

∫ √
x+ 1dx− 1

2

∫ √
x− 1dx =

=
1

2

∫ √
x+ 1d(x+ 1)− 1

2

∫ √
x− 1d(x− 1) =

=
1

3

(√
(x+ 1)3 −

√
(x− 1)3

)
+ C (x ≥ 1). �

� âûäåëåíèå ó äðîáè öåëîé ÷àñòè (÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïðè
èíòåãðèðîâàíèè ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé):
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Ïðèìåð 73. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫ 2x2 − 3x− 1

x+ 1
dx.

Ðåøåíèå. Èìååì∫
2x2 − 3x− 1

x+ 1
dx =

∫
2x(x+ 1)− 5x− 1

x+ 1
dx =

=

∫
2x(x+ 1)− 5(x+ 1) + 4

x+ 1
dx =

=

∫ (
2x− 5 +

4

x+ 1

)
dx = x2 − 5x+ 4 ln |x+ 1|+ C (x 6= −1);

� èñïîëüçîâàíèå àëãåáðàè÷åñêèõ, òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ, ãè-
ïåðáîëè÷åñêèõ è ëîãàðèôìè÷åñêèõ ôîðìóë è ò. ï.:

Ïðèìåð 74. Âû÷èñëèòü
∫

(2ln x − xln 2)dx.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì ñâîéñòâîì ëîãàðèôìîâ
alogc b = blogc a: ∫

(2ln x − xln 2)dx = C (x > 0)

(ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà òîæäåñòâåííî íóëþ). �

Èíòåãðèðîâàíèå ïóòåì çàìåíû ïåðåìåííîé. Èçëîæèì
îäèí èç ñèëüíåéøèõ ïðè¼ìîâ äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ôóíêöèé �
ìåòîä çàìåíû ïåðåìåííîé, èëè ìåòîä ïîäñòàíîâêè. Ðàññìîòðèì
äâà âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ.

1. Âíåñåíèå ôóíêöèè ïîä çíàê äèôôåðåíöèàëà. Åñëè
ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå f(x)dx ïðåäñòàâèìî â âèäå
g(t(x))t′(x)dx, ãäå ôóíêöèÿ g(t) íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå T ,
à ôóíêöèÿ t = t(x) � íåïðåðûâíà íà ñîîòâåòñòâóþùåì ìíî-
æåñòâå X âìåñòå ñî ñâîåé ïðîèçâîäíîé t′(x), òî ñïðàâåäëèâà
ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà ïåðåõîäà îò x ê íîâîé ïåðåìåííîé èíòå-
ãðèðîâàíèÿ t:∫

f(x)dx =

∫
g(t(x))t′(x)dx =

∫
g(t)dt. (1)

Ïðè ýòîì ïðîèçâîäíàÿ t′(x) âíîñèòñÿ ïîä çíàê äèô-
ôåðåíöèàëà ñîãëàñíî èçâåñòíîìó ñâîéñòâó äèôôåðåíöèàëà
t′(x)dx = d(t(x)). Â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ, ÷òîáû ðàñïîçíàòü ýòó
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ñèòóàöèþ, áûâàåò äîñòàòî÷íî çíàíèÿ òàáëè÷íûõ èíòåãðàëîâ,
íàïðèìåð,

2xdx = d(x2), cosxdx = d(sinx), sinxdx = −d(cosx),

dx

x
= d(lnx),

dx

x2 + 1
= d(arctg x),

dx

2
√
x

= d(
√
x),

dx

cos2 x
= d(tg x), e2xdx = d

(
1

2
e2x

)
.

Â áîëåå ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ ìîãóò ïîòðåáîâàòüñÿ ïðèîáðåò¼ííûé
ðàíåå îïûò è èíòóèöèÿ:

xdx√
1 + x2

= d(
√

1 + x2),

(
1− 1

x2

)
dx = d

(
x+

1

x

)
è ò. ï.

Ïîäîáíóþ çàìåíó ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ îñóùåñòâëÿþò â
òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ïîëó÷àåìàÿ â ðåçóëüòàòå ¾íîâàÿ¿ ïîäûíòå-
ãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ g(t) óäîáíåå äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ èñõîäíîé ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèåé f(x). Îñíîâíàÿ
ñëîæíîñòü ýòîãî ìåòîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ¾óâèäåòü¿ â èñ-
õîäíîì ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè f(x)dx áîëåå ïðîñòîå äëÿ
èíòåãðèðîâàíèÿ âûðàæåíèå g(t(x))t′(x) dx = g(t)dt. Ïðàêòè-
÷åñêè ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ âî âíåñåíèè ôóíêöèè
t′(x) ïîä çíàê äèôôåðåíöèàëà dx ñ îáðàçîâàíèåì íîâîãî äèô-
ôåðåíöèàëà dt. Âû÷èñëèâ èíòåãðàë

∫
g(t)dt = G(t)+C, â êîíöå

íåîáõîäèìî âåðíóòüñÿ ê ïåðâîíà÷àëüíîé ïåðåìåííîé èíòåãðè-
ðîâàíèÿ x ïóò¼ì îáðàòíîé ïîäñòàíîâêè t = t(x):∫

f(x)dx = G(t(x)) + C.

Ïðèìåð 75. Âû÷èñëèòü
∫

sin3 x cosxdx.

Ðåøåíèå. Âíåñ¼ì cosx ïîä çíàê äèôôåðåíöèàëà: cosxdx =
d(sinx), à çàòåì ñäåëàåì çàìåíó t = sinx:∫

sin3 x cosxdx =

∫
sin3 xd(sinx) =

∫
t3dt =

t4

4
+ C.
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Îñòàëîñü ëèøü âåðíóòüñÿ ê ïåðåìåííîé x, ïîäñòàâëÿÿ sinx âìåñòî t:∫
sin3 x cosxdx =

(sinx)4

4
+ C.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè îïðåäåë¼ííîì íàâûêå íîâóþ ïåðåìåííóþ â
ïðîñòûõ ñëó÷àÿõ ìîæíî â ÿâíîì âèäå íå ââîäèòü, ïðîäåëàâ ýòî ìûñ-
ëåííî. Ñêàæåì, â ðàññìîòðåííîì âûøå ïðèìåðå ìîæíî áûëî îáîé-
òèñü áåç ââåäåíèÿ íîâîé ïåðåìåííîé t. Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è âûãëÿ-
äåëî áû êîðî÷å:∫

sin3 x cosxdx =

∫
sin3 x d(sinx) =

(sinx)4

4
+ C.

Â ñëåäóþùåì ïðèìåðå ïðè ñâåäåíèè èíòåãðàëà ê òàáëè÷íî-
ìó òàêæå íå áóäåì ââîäèòü íîâóþ ïåðåìåííóþ, à ñðàçó çàïè-
øåì ðåçóëüòàò:

Ïðèìåð 76. Âû÷èñëèòü
∫
e5xdx.

Ðåøåíèå.
∫
e5xdx =

1

5

∫
e5xd(5x) =

1

5
e5x + C. �

2. Èñïîëüçîâàíèå ïîäñòàíîâîê. Åñëè ïîäûíòåãðàëüíàÿ
ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå X, òî, ïîëàãàÿ
x = x(t), ãäå ôóíêöèÿ x(t) íåïðåðûâíà íà ñîîòâåòñòâóþùåì
ìíîæåñòâå T âìåñòå ñî ñâîåé ïðîèçâîäíîé x′(t), ïîëó÷èì åù¼
îäíó ôîðìóëó ïåðåõîäà îò x ê íîâîé ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâà-
íèÿ t: ∫

f(x)dx =

∫
f(x(t)) · x′(t)dt. (2)

Íåðåäêè ñèòóàöèè, êîãäà äëÿ ðåøåíèÿ îäíîé è òîé æå çàäà-
÷è ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ðàçëè÷íûå ïîäñòàíîâêè. Óìåíèå ïîäî-
áðàòü íàèáîëåå ýôôåêòèâíóþ â äàííîé êîíêðåòíîé ñèòóàöèè
ïîäñòàíîâêó îïðåäåëÿåò, â òîì ÷èñëå, êóëüòóðó èíòåãðèðîâà-
íèÿ ó÷àùåãîñÿ.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð çàäà÷è, ãäå ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà
âîçìîæíû ñðàçó íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ïîäñòàíîâîê. Ñëåäîâà-
òåëüíî, âîçíèêàåò ïðîáëåìà âûáîðà íàèáîëåå îïòèìàëüíîé èç
íèõ. À äëÿ òîãî ÷òîáû âûáðàòü áîëåå óäîáíóþ ïîäñòàíîâêó, íà-
äî çíàòü èõ ðàçíîâèäíîñòè è îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ. Èòàê, ñðàâ-
íèâàéòå è âûáèðàéòå.
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Ïðèìåð 77. [6, � 1683] Íàéòè íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë∫
dx

x
√
x2 − 1

.

Ðåøåíèå. 1-é ñïîñîá (ïîäñòàíîâêà t = 1/x). ÎÄÇ: |x| > 1. Âîñ-

ïîëüçóåìñÿ ïîäñòàíîâêîé t =
1

x
, òîãäà dx = −dt

t2
,
√
x2 − 1 =√

1

t2
− 1 =

√
1− t2
|t|

, è, ó÷èòûâàÿ òîæäåñòâî |t| = t · sgn t, ïîëó÷à-

åì: ∫ −dtt2
1
t ·
√

1−t2
|t|

= −sgn t

∫
dt√

1− t2
=

= −
∫

d|t|√
1− |t|2

= − arcsin |t|+ C = − arcsin
1

|x|
+ C.

2-é ñïîñîá (ïîäñòàíîâêà t =
√
x2 − 1). Ñäåëàåì ðàöèîíàëèçèðó-

þùóþ çàìåíó ïåðåìåííîé, ïîëîæèâ t =
√
x2 − 1, òîãäà x2 = t2 + 1,

xdx = tdt è ∫
xdx

x2
√
x2 − 1

=

∫
tdt

(t2 + 1)t
=

∫
dt

t2 + 1
=

= arctg t+ C = arctg
√
x2 − 1 + C.

3-é ñïîñîá

(
òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ïîäñòàíîâêà x =

1

sin t

)
.

Âûïîëíèì òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ïîäñòàíîâêó x =
1

sin t
, ãäå

t ∈
[
−π

2
, 0
)⋃(

0,
π

2

]
, òîãäà

√
x2 − 1 =

√
1

sin2 t
− 1 =

√
cos2 t

sin2 t
=

cos t

| sin t|
= sgn(sin t) · ctg t,

dx = − cos t

sin2 t
dt è äëÿ èíòåãðàëà èìååì:

∫
dx

x
√
x2 − 1

= sgn(sin t)

∫ − cos t
sin2 t

dt
1

sin t · ctg t
= −sgn(sin t)

∫
dt =

−sgn(sin t) · t+ C = −sgn(x) · arcsin
1

x
+ C = − arcsin

1

|x|
+ C.
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Çàìåòèì, ÷òî ìîæíî áûëî áû âû÷èñëèòü äàííûé èíòåãðàë ñ ïîìî-
ùüþ àíàëîãè÷íîé ïîäñòàíîâêè ÷åðåç êîñèíóñ:

x =
1

cos t
, ãäå t ∈

[
0,
π

2

)⋃(π
2
, π
]
.

4-é ñïîñîá (ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïîäñòàíîâêà |x| = ch t), t ≥ 0. Òîãäà√
x2 − 1 =

√
ch2 t− 1 =

√
sh2 t = | sh t| è, ñëåäîâàòåëüíî,∫

dx

x
√
x2 − 1

=

∫
d|x|

|x|
√
x2 − 1

=

∫
d(ch t)

ch t · | sh t|
=

∫
sh tdt

ch t · sgn(sh t) sh t

= sgn(sh t)

∫
dt

ch t
= sgn(sh t)

∫
ch tdt

ch2 t
= sgn(sh t)

∫
d(sh t)

1 + sh2 t

= sgn(sh t) arctg(sh t) + C = arctg | sh t|+ C = arctg
√

ch2 t− 1 + C =

= arctg
√
x2 − 1 + C.

5-é ñïîñîá (1-ÿ ïîäñòàíîâêà Ýéëåðà).

Ïîëîæèì t =
√
x2 − 1 + x, òîãäà x2 − 1 = (t − x)2 ⇒ x =

t2 + 1

2t
,

dx =
t2 − 1

2t2
dt è äëÿ èíòåãðàëà ïîëó÷àåì

∫
dx

x
√
x2 − 1

=

∫ t2−1
2t2 dt

t2+1
2t ·

t2−1
2t

= 2

∫
dt

t2 + 1
=

= 2 arctg t+ C = 2 arctg(
√
x2 − 1 + x) + C.�

Ïîä÷åðêí¼ì åù¼ ðàç, ÷òî çàìåíà ïåðåìåííîé � íàèáîëåå
ìîùíûé è ÷àñòî èñïîëüçóåìûé ìåòîä ïðè âû÷èñëåíèè èíòå-
ãðàëîâ îò èððàöèîíàëüíûõ è òðàíñöåíäåíòíûõ ôóíêöèé. Êàê
ïðàâèëî, ïîäîáðàòü ïîäõîäÿùóþ çàìåíó â ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ
� öåëîå èñêóññòâî. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óäà¼òñÿ ñôîðìóëèðî-
âàòü îáùèå ðåêîìåíäàöèè ïî çàìåíàì, îðèåíòèðóÿñü íà êîí-
êðåòíûé êëàññ èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé. Íàïðèìåð, ðàçðàáîòà-
íû è ïðîâåðåíû ïðàêòèêîé ñïåöèàëüíûå ðàöèîíàëèçèðóþùèå
ïîäñòàíîâêè ïðè èíòåãðèðîâàíèè èððàöèîíàëüíûõ àëãåáðàè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé; ñóùåñòâóþò ðåêîìåíäàöèè ïî çàìåíàì â êëàññå
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ìíîãèå èç òàêèõ ïîäñòàíîâîê
áóäóò ðàññìîòðåíû íèæå.
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Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì. Åñëè u(x) è v(x) � äèôôå-
ðåíöèðóåìûå íà îäíîì è òîì æå ìíîæåñòâå ôóíêöèè è ñóùå-
ñòâóåò ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ ôóíêöèè u(x)v′(x), òî ñóùåñòâóåò
è ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ ôóíêöèè v(x)u′(x), ïðè÷¼ì ñïðàâåäëèâà
ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:∫

u(x)v′(x)dx = u(x)v(x)−
∫
v(x)u′(x)dx,

èëè, â êðàòêîé ôîðìå,∫
udv = uv −

∫
vdu.

Â êà÷åñòâå u îáû÷íî âûáèðàåòñÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ óïðîùàåòñÿ
äèôôåðåíöèðîâàíèåì, â êà÷åñòâå dv � îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ïîäûí-
òåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ, ñîäåðæàùàÿ dx, èç êîòîðîé ìîæíî
îïðåäåëèòü v ïóò¼ì èíòåãðèðîâàíèÿ.

Äàííûé ìåòîä èñïîëüçóþò â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà èíòåãðàë â
ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû âû÷èñëÿåòñÿ ïðîùå èñõîäíîãî èíòåãðà-
ëà (â ëåâîé ÷àñòè). Êàê ïðàâèëî, ôîðìóëà ïðèìåíÿåòñÿ â ñè-
òóàöèÿõ, êîãäà ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ïðîèçâåäåíèå ¾ðàçíîðîäíûõ¿ ôóíêöèé, íàïðèìåð, àëãåáðàè÷å-
ñêîé è òðàíñöåíäåíòíîé ôóíêöèé. Â öåëîì, èíòåãðèðîâàíèå ïî
÷àñòÿì èìååò áîëåå îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ, ÷åì çà-
ìåíà ïåðåìåííîé, íî åñòü öåëûå êëàññû èíòåãðàëîâ, íàïðèìåð,∫

xneaxdx,

∫
xn sin(ax)dx,

∫
xn lnm xdx,

(n, a ∈ R, n 6= −1,m ∈ N);∫
sin(lnx)dx,

∫
eax cos(bx)dx (a, b ∈ R),

∫
P (x)eaxdx,∫

P (x) sin(ax)dx,

∫
P (x) lnxdx,∫

P (x) arcsinxdx,

∫
P (x) arctg xdx,

ãäå P (x) = anx
n+an−1x

n−1 + ...+a1x+a0 � öåëûé àëãåáðàè÷å-
ñêèé ìíîãî÷ëåí îòíîñèòåëüíî x, êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ èìåííî
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ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì. Ïðè ýòîì â èíòåãðà-
ëàõ

∫
P (x)eaxdx,

∫
P (x) sin(ax)dx çà u ñëåäóåò ïðèíÿòü P (x),

à çà dv, ñîîòâåòñòâåííî, âûðàæåíèÿ eaxdx, sin(ax)dx; à â èíòå-
ãðàëàõ âèäà

∫
P (x) lnxdx,

∫
P (x) arcsinxdx çà u ïðèíèìàþòñÿ,

ñîîòâåòñòâåííî, ôóíêöèè lnx, arcsinx, à çà dv � âûðàæåíèå
P (x)dx.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòà ïðèõîäèòñÿ
íåñêîëüêî ðàç èíòåãðèðîâàòü ïî ÷àñòÿì, ïîñòåïåííî óïðîùàÿ
çàäà÷ó. Èíîãäà íà êàêîì-òî ýòàïå îáíàðóæèâàåòñÿ, ÷òî èñõîä-
íûé èíòåãðàë âûðàæàåòñÿ ÷åðåç íåêîòîðûå ôóíêöèè è ñåáÿ
ñàìîãî, òîãäà åãî âû÷èñëÿþò, âûðàæàÿ èç äàííîãî ðàâåíñòâà
(ðàññìàòðèâàÿ ðàâåíñòâî êàê óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî èñêîìî-
ãî èíòåãðàëà).

Ïðèìåð 78. Âû÷èñëèòü
∫
x3 · lnxdx.

Ðåøåíèå. Òàê êàê äèôôåðåíöèðîâàíèå lnx ïðèâîäèò ê óïðîùå-

íèþ, ïîëîæèì u = lnx, dv = x3dx. Òîãäà du =
dx

x
, v =

1

4
x4 è,

èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, íàõîäèì∫
x3 lnxdx =

1

4
x4 · lnx− 1

4

∫
x3dx =

1

4
x4 · lnx− 1

16
x4 + C (x > 0).

Ïðèìåð 79. Âû÷èñëèòü
∫ √

x2 + a dx (a 6= 0).

Ðåøåíèå. Ïîëîæèì u =
√
x2 + a, dv = dx. Òîãäà, èíòåãðèðóÿ ïî

÷àñòÿì, ïîëó÷èì

I =

∫ √
x2 + a dx = x

√
x2 + a−

∫
x2dx√
x2 + a

=

= x
√
x2 + a−

∫
(x2 + a)− a√

x2 + a
dx =

= x
√
x2 + a−

∫ √
x2 + a+ a

∫
dx√
x2 + a

=

= x
√
x2 + a− I + a ln

∣∣∣x+
√
x2 + a

∣∣∣ .
Îòñþäà, âûðàæàÿ I, îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì:∫ √

x2 + a dx =
x

2

√
x2 + a+

a

2
ln
∣∣∣x+

√
x2 + a

∣∣∣+ C. �
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Åñëè ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ñîäåðæèò òðàíñöåíäåíò-
íóþ ôóíêöèþ (ëîãàðèôìè÷åñêóþ, ïîêàçàòåëüíóþ, îáðàòíóþ
òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ, ãèïåðáîëè÷åñêóþ è ïð.) ñëîæíîãî àðãó-
ìåíòà ϕ(x), òî ÷àñòî äëÿ óïðîùåíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðà-
æåíèÿ áûâàåò ïîëåçíî ñäåëàòü çàìåíó, ïðèíÿâ ýòîò àðãóìåíò
çà íîâóþ ïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ïðèìåð 80.
∫

arcsin

(
1√
x

)
dx.

Ðåøåíèå. Ïîëîæèì t =
1√
x

(0 < t ≤ 1), òîãäà x =
1

t2
è dx = −2dt

t3
.

Ïîëó÷àåì èíòåãðàë −2
∫ arcsin t

t3
dt. Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïðèíÿâ

u = arcsin t, du =
dt√

1− t2
, dv =

dt

t3
, v = − 1

2t2
, èìååì

−2

∫
arcsin t

t3
dt =

arcsin t

t2
−
∫

dt

t2
√

1− t2
=

arcsin t

t2
+

1

2

∫
d
(

1
t2

)√
1
t2 − 1

=

=
arcsin t

t2
+

√
1

t2
− 1 + C.

Òàêèì îáðàçîì,∫
arcsin

(
1√
x

)
dx = x arcsin

1√
x

+
√
x− 1 + C. �
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8.4 Çàäà÷è

�226. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ íå÷¼òíîé ôóíêöèè
ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíîé ôóíêöèåé.

Èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå îáîáù¼ííîé ïåðâîîáðàçíîé, íàéòè

íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë:

�227. [6, � 2166]
∫
|x|dx, x ∈ R;

�228. [6, � 2171]
∫

max(1, x2) dx, x ∈ R.

Èñïîëüçóÿ ðàçëè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, à òàêæå, ãäå íåîá-

õîäèìî, çàìåíó ïåðåìåííîé, ñâåñòè èíòåãðàëû ê òàáëè÷íûì

è âû÷èñëèòü èõ:

�229.
∫
x ex

2
dx;

�230.
∫ dx

cosx
;

�231. [6, � 1703]
∫ dx

sinx
;

�232. [6, � 1706]
∫ dx

chx
;

�233. [6, � 1650]
∫

tg2 xdx;

�234. [6, � 1652]
∫

th2 xdx;

�235. [6, � 1733]
∫ dx

(x− 1)(x+ 3)
;

�236.
∫ dx

(x− a)(x− b)
;

�237.
∫

(1 + 2 sh2 x) dx;

�238. [6, � 1638]
∫ √x4 + x−4 + 2

x3
dx;

�239. [6, � 1643]
∫ √x2 + 1−

√
x2 − 1√

x4 − 1
dx;

�240. [6, � 1646]
∫ e3x + 1

ex + 1
dx;

�241. [6, � 1668]
∫ dx

1 + cosx
;

�242. [6, � 1745]
∫

cos
x

2
· cos

x

3
dx;
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�243.
∫ cthx · cth 5x+ 1

cthx+ cth 5x
dx;

�244. [6, � 1663]
∫ dx√

2− 3x2
;

�245. [6, � 1670]
∫ dx

1 + sinx
;

�246. [6, � 1767]
∫
x3(1− 5x2)10dx;

�247. [6, � 1712]
∫ x2 + 1

x4 + 1
dx;

�248. [6, � 1725]
∫ (1 + x)2

1 + x2
dx;

�249. [6, � 1726]
∫ (2− x)2

2− x2
dx;

�250. [6, � 1737]
∫ xdx

(x+ 2)(x+ 3)
;

�251. [6, � 1718]
∫ sinx cosx

sin4 x+ cos4 x
dx;

�252. [6, � 1682]
∫ dx

x
√
x2 + 1

;

�253. [6, � 1688]
∫ dx√

x(1− x)
;

�254. [6, � 1692]
∫ dx√

1 + e2x
;

�255. [6, � 1711]
∫ √ ln(x+

√
1 + x2)

1 + x2
dx;

�256. [6, � 1719]
∫ 2x · 3x

9x − 4x
dx;

�257. [6, � 1720]
∫ xdx√

1 + x2 +
√

(1 + x2)3
;

�258. [6, � 1780]
∫ √

1− x2 dx;

Óêàçàíèå. Ñäåëàòü òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ïîäñòàíîâêó
x = sin t, ãäå t ∈ [−π

2 ,
π
2 ].

�259. [6, � 1782]
∫ √a+ x

a− x
dx (a > 0);
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Óêàçàíèå. Ñäåëàòü òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ïîäñòàíîâêó x =
a sin t, ãäå t ∈ [−π

2 ,
π
2 ].

�260. [6, � 1782]
∫ √a+ x

a− x
dx (a > 0);

Óêàçàíèå. Íà ÎÄÇ óìíîæèòü è ðàçäåëèòü íà
√
a+ x è ðàç-

áèòü íà äâà èíòåãðàëà.

�261. [6, � 1836]
∫ dx

a+ bx2
(ab 6= 0);

Íàéòè èíòåãðàëû, èñïîëüçóÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì:

�262.
∫
x2 · sinxdx;

�263. [6, � 1794]
∫ √

x · ln2 x dx;

�264. [6, � 1805]
∫
x2 · arccosxdx;

�265.
∫ arctg x

x3
dx;

�266.
∫ √

a2 − x2 dx (a > 0);

�267.
∫
e−

3√x+1dx;

�268.
∫ x

sin2 x
dx;

�269. [6, � 1826]
∫

sin(lnx)dx;

�270. [6, � 1827]
∫

cos(lnx)dx;

�271. [6, � 1828]
∫
eax cos(bx)dx;

�272. [6, � 1829]
∫
eax sin(bx)dx.
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8.5 Îòâåòû è ðåøåíèÿ

226. Ïóñòü f(x) íå÷¼òíàÿ ôóíêöèÿ è F (x) � å¼ ïåðâî-
îáðàçíàÿ. Ðàññìîòðèì ïðè ëþáîì äîïóñòèìîì x ðàçíîñòü
G(x) = F (x) − F (−x). Ïîêàæåì, ÷òî G(x) ≡ 0. Â ñàìîì
äåëå, G′(x) = f(x) + f(−x) = 0 (èç-çà íå÷¼òíîñòè), òîãäà
G(x) ≡ const. Íàéä¼ì ýòó êîíñòàíòó: G(x) = G(0) = F (0)−
F (0) = 0. Èòàê, äîêàçàëè, ÷òî G(x) ≡ 0.

227.

228.

229.
∫
xex

2
dx =

1

2

∫
ex

2
d(x2) =

1

2
ex

2
+ C.

230. Óìíîæèì è ðàçäåëèì íà cosx ( 6= 0):∫
dx

cosx
=

∫
cosxdx

cos2 x
=

∫
d(sinx)

1− sin2 x
=

1

2
ln

∣∣∣∣sinx+ 1

sinx− 1

∣∣∣∣+ C.

231. Èìååì∫
sinx

sin2 x
dx = −

∫
d(cosx)

1− cos2 x
=

∫
d(cosx)

cos2 x− 1
=

=
1

2
ln

∣∣∣∣cosx− 1

cosx+ 1

∣∣∣∣+C =
1

2
· ln

∣∣∣∣∣ sin2 x
2

cos2 x
2

∣∣∣∣∣+C =
1

2
· ln
(

tg2 x

2

)
+C =

= ln
∣∣∣tg x

2

∣∣∣+ C.

232. 1-é ñïîñîá. Óìíîæèì è ðàçäåëèì íà chx ( 6= 0):∫
dx

chx
=

∫
chxdx

ch2 x
=

∫
d(shx)

1 + sh2 x
= arctg(shx) + C.
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2-é ñïîñîá. Ðàñïèøåì, ïî îïðåäåëåíèþ, ãèïåðáîëè÷åñêèé êî-
ñèíóñ:∫

dx

chx
= 2

∫
dx

ex + e−x
= 2

∫
exdx

e2x + 1
= 2

∫
d (ex)

(ex)2 + 1
=

= 2 arctg ex + C.

233. Èìååì∫
tg2 xdx =

∫
sin2 x

cos2 x
dx =

∫
1− cos2 x

cos2 x
dx = tg x− x+ C.

234. Èìååì∫
th2 xdx =

∫
sh2 x

ch2 x
dx =

∫
ch2 x− 1

ch2 x
dx = x− thx+ C.

235. Èìååì ïðè x 6= −3; 1:∫
dx

(x− 1)(x+ 3)
=

∫
dx

x2 + 2x− 3
=

∫
dx

(x+ 1)2 − 4
=

=

∫
d(x+ 1)

(x+ 1)2 − 22
=

1

4
ln

∣∣∣∣x− 1

x+ 3

∣∣∣∣+ C.

236. Ñôîðìèðóåì â ÷èñëèòåëå òå âûðàæåíèÿ, êîòîðûå ïðè-
ñóòñòâóþò â âèäå ñîìíîæèòåëåé â çíàìåíàòåëå äðîáè, à çàòåì
ïðîèçâåä¼ì ñîêðàùåíèå:∫

dx

(x− a)(x− b)
=

1

b− a

∫
(x− a)− (x− b)

(x− a)(x− b)
dx =

=
1

b− a

∫ (
1

x− b
− 1

x− a

)
dx =

=
1

b− a
(ln |x− b| − ln |x− a|) + C =

=
1

b− a
ln

∣∣∣∣x− bx− a

∣∣∣∣+ C (x 6= a, x 6= b, a 6= b).
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237. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî êîñèíóñà
äâîéíîãî óãëà, ïîëó÷àåì∫

(1 + 2 sh2 x) dx =

∫
ch 2xdx =

1

2
sh 2x+ C.

238. Çàìåòèì, ÷òî ïîä êîðíåì ñòîèò ïîëíûé êâàäðàò:

∫ √
x4 + x−4 + 2

x3
dx =

∫ √
(x2 + 1

x2 )2

x3
dx =

=

∫
x2 + 1

x2

x3
dx =

∫ (
1

x
+

1

x5

)
dx = ln |x| − 1

4x4
+ C.

239. Èìååì∫ √
x2 + 1−

√
x2 − 1√

x4 − 1
=

∫ √
x2 + 1−

√
x2 − 1√

x2 + 1 ·
√
x2 − 1

=

=

∫
dx√
x2 − 1

−
∫

dx√
x2 + 1

= ln
∣∣∣x+

√
x2 − 1

∣∣∣−
− ln

∣∣∣x+
√
x2 + 1

∣∣∣+ C = ln

∣∣∣∣∣x+
√
x2 − 1

x+
√
x2 + 1

∣∣∣∣∣+ C.

240. Èìååì∫
e3x + 1

ex + 1
dx =

∫
(ex + 1)(e2x − ex + 1)

ex + 1
dx =

=

∫
(e2x − ex + 1)dx =

1

2
e2x − ex + x+ C.

241. Èìååì∫
dx

1 + cosx
=

∫
dx

2 cos2
(
x
2

) =

∫
d
(
x
2

)
cos2

(
x
2

) = tg
x

2
+ C

(x 6= π + 2πn, n ∈ Z).

242. Èìååì∫
cos

x

2
· cos

x

3
dx =

∫
1

2

(
cos
(x

2
+
x

3

)
+ cos

(x
2
− x

3

))
dx =
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=
1

2

∫
cos

5x

6
dx+

1

2

∫
cos

x

6
dx =

3

5
sin

5x

6
+ 3 sin

x

6
+ C.

243. Èìååì ïðè x 6= 0:∫
cthx · cth 5x+ 1

cthx+ cth 5x
dx =

∫
cth(5x+ x)dx =

∫
cth 6xdx =

=

∫
ch 6x

sh 6x
dx =

1

6

∫
d(sh 6x)

sh 6x
= ln | sh 6x|+ C.

244.
∫ dx√

2− 3x2
=

1√
3

∫ dx√(√
2
3

)2

− x2

=
1√
3

arcsin

√
3

2
·x+C

(
x2 < 2

3

)
.

245. Èìååì∫
dx

1 + sinx
=

∫
dx

(sin x
2 + cos x2 )2

=

∫
dx

cos2 x
2 · (1 + tg x

2 )2
=

= 2

∫
d(tg x

2 )

(1 + tg x
2 )2

= 2

∫
d(tg x

2 + 1)

(tg x
2 + 1)2

= − 2

tg x
2 + 1

+ C.

246. Ñäåëàåì çàìåíó t = 1−5x2, òîãäà x2 =
1− t

5
è ïîëó÷àåì∫

x3(1− 5x2)10dx =
1

2

∫
x2(1− 5x2)10d(x2) =

=
1

2

∫
1− t

5
· t10d

(
1− t

5

)
=

=
1

50

∫
(t− 1)t10dt =

1

50

∫
(t11 − t10)dt =

1

50

(
t12

12
− t11

11

)
+ C =

=
1

50

(
(1− 5x2)12

12
− (1− 5x2)11

11

)
+ C.

247. Ïðè x 6= 0 ïîäåëèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà x2:∫ x2 + 1

x4 + 1
dx =

∫ (1 + 1
x2

)
dx

x2 + 1
x2

è çàìåòèì, ÷òî

(
1 +

1

x2

)
dx =
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d

(
x− 1

x

)
, à x2 +

1

x2
=

(
x− 1

x

)2

+ 2, è òîãäà ïðèõîäèì ê

òàáëè÷íîìó èíòåãðàëó∫
d
(
x− 1

x

)(
x− 1

x

)2
+ 2

=
1√
2

arctg
x2 − 1

x
√

2
+ C.

Çàìå÷àíèå. Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî ìû íàøëè íåîïðåäåë¼ííûé èí-
òåãðàë íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ x < 0 è x > 0. Åñëè ïîñòà-
âèòü çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ íåîïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà íà âñåé
÷èñëîâîé îñè, òî âíà÷àëå íåîáõîäèìî íàéòè õîòÿ áû îäíó îáîá-
ù¼ííóþ ïåðâîîáðàçíóþ (íåïðåðûâíóþ â òî÷êå x = 0), è çàòåì
äîáàâèòü ê íåé ïðîèçâîëüíóþ êîíñòàíòó. Ïðèìåð íàõîæäåíèÿ
òàêîé îáîáù¼ííîé ïåðâîîáðàçíîé íà ïðèìåðå ôóíêöèè e|x| áûë
ðàññìîòðåí âûøå â òåêñòå ïîñîáèÿ (ñðåäè ïðèìåðîâ). Â äàííîì
ñëó÷àå, î÷åâèäíî, ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íå èìååò íèêàêèõ
îñîáåííîñòåé â òî÷êå x = 0 (îíà íåïðåðûâíà â ýòîé òî÷êå), à ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ìîæíî äåéñòâîâàòü òàê æå, è òàêàÿ îáîáù¼ííàÿ
ïåðâîîáðàçíàÿ ñóùåñòâóåò. Ïðè ýòîì êîíñòàíòû C1 è C2 ñëåâà
è ñïðàâà ñîãëàñóþòñÿ ìåæäó ñîáîé òàê, ÷òî ðàçðûâ â âèäå ñêà÷-
êà çíà÷åíèé èñ÷åçàåò è â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ åäèíàÿ íåïðå-
ðûâíàÿ â òî÷êå x = 0 ïåðâîîáðàçíàÿ. Êðàòêî â ýòîé ñèòóàöèè
ãîâîðÿò, ÷òî ¾â òî÷êå x = 0 ïåðâîîáðàçíàÿ äîîïðåäåëÿåòñÿ ïî
íåïðåðûâíîñòè¿.

248. Ðàçîáü¼ì èíòåãðàë íà äâà èíòåãðàëà:∫
(1 + x)2

1 + x2
dx =

∫
(1 + x2) + 2x

1 + x2
dx =

∫
dx+

∫
2xdx

1 + x2
=

= x+

∫
d
(
x2
)

1 + x2
= x+

∫
d
(
1 + x2

)
1 + x2

= x+ ln
(
1 + x2

)
+ C.

249. Ðàçîáü¼ì èíòåãðàë íà äâà èíòåãðàëà:∫
(2− x)2

2− x2
dx = −

∫
x2 − 4x+ 4

x2 − 2
dx =

= −
∫

(x2 − 2)− 4x+ 6

x2 − 2
dx = −x+ 4

∫
xdx

x2 − 2
− 6

∫
dx

x2 − 2
=
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= −x+ 2

∫
d(x2 − 2)

x2 − 2
− 6

∫
dx

x2 − (
√

2)2
=

= −x+ 2 ln |x2 − 2|+ 3√
2
· ln

∣∣∣∣∣x+
√

2

x−
√

2

∣∣∣∣∣+ C.

250. 1-é ñïîñîá : èìååì∫
3(x+ 2)− 2(x+ 3)

(x+ 2)(x+ 3)
dx =

∫ (
3

x+ 3
− 2

x+ 2

)
dx =

= 3 ln |x+ 3| − 2 ln |x+ 2|+ C.

2-é ñïîñîá :∫
(x+ 2)− 2

(x+ 2)(x+ 3)
dx =

∫
dx

x+ 3
− 2

∫
dx

x2 + 5x+ 6
=

= ln |x+ 3| − 2

∫
dx

(x+ 5
2)2 − (1

2)2
= ln |x+ 3|−

−2

∫
d(x+ 5

2)

(x+ 5
2)2 − (1

2)2
= ln |x+ 3| − 2 ln

∣∣∣∣∣(x+ 5
2)− 1

2

(x+ 5
2) + 1

2

∣∣∣∣∣+ C =

= ln |x+ 3| − ln

(
x+ 2

x+ 3

)2

+ C = ln
|x+ 3|3

(x+ 2)2
+ C.

251. 1-é ñïîñîá :∫
sinx cosx

sin4 x+ cos4 x
dx =

∫
sinx cosx

1− 1
2 sin2 2x

dx =

=
1

2

∫
sin 2x

1− 1
2 sin2 2x

dx = −1

4

∫
d(cos 2x)

1
2 + 1

2 cos2 2x
dx =

= −1

2

∫
d(cos 2x)

1 + cos2 2x
dx = −1

2
arctg(cos 2x) + C.

2-é ñïîñîá :∫
(sinx cosx)/ cos2 x

(sin4 x+ cos4 x)/ cos2 x
dx =

∫
tg xdx

(tg4 x+ 1) cos2 x
=
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=

∫
tg x d(tg x)

tg4 x+ 1
=

1

2

∫
d(tg2 x)

tg4 x+ 1
=

1

2
arctg(tg2 x) + C.

252. Èìååì ïðè x 6= 0∫
dx

x
√
x2 + 1

=

∫
sgn (x) · dx

x2 ·
√
x−2 + 1

=

= −
∫

sgn (x) ·
d( 1

x)√
1 + ( 1

x)2
= −

∫ d( 1
|x|)√

1 + ( 1
|x|)

2
=

= − ln

∣∣∣∣∣ 1

|x|
+

√
1 +

1

x2

∣∣∣∣∣+ C = − ln

∣∣∣∣∣1 +
√
x2 + 1

x

∣∣∣∣∣+ C.

253. Èìååì ïðè 0 < x < 1∫
dx√

x(1− x)
= 2

∫
d(
√
x)√

1− (
√
x)2

= 2 arcsin
√
x+ C.

254. 1-é ñïîñîá. Ñäåëàåì ïîäñòàíîâêó t = ex, òîãäà x = ln t,
dx = dt

t : ∫
dx√

1 + e2x
=

∫
dt

t
√

1 + t2
=

1

2

∫
d(t2)

t2
√

1 + t2
=

(çàìåíà z = 1 + t2, çàòåì çàìåíà p =
√

1 + z, z = p2 − 1,
dz = 2pdp)

=
1

2

∫
dz

z
√

1 + z
=

1

2

∫
2pdp

(p2 − 1)p
=

∫
dp

p2 − 1
=

=
1

2
ln

∣∣∣∣p− 1

p+ 1

∣∣∣∣+ C =
1

2
ln

∣∣∣∣∣
√

1 + e2x − 1√
1 + e2x + 1

∣∣∣∣∣+ C.

2-é ñïîñîá. Ñäåëàåì ïîäñòàíîâêó t = e−x, òîãäà x = − ln t,
dx = −dt

t :∫
dx√

1 + e2x
=

∫
−dt

t
√

1 + t−2
= −

∫
dt√
t2 + 1

=
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= − ln
∣∣∣t+

√
t2 + 1

∣∣∣+ C = − ln
∣∣∣e−x +

√
e−2x + 1

∣∣∣+ C =

= x− ln(1 +
√

1 + e2x) + C.

255. Ñäåëàåì çàìåíó t = ln(x+
√

1 + x2), dt =
dx√

1 + x2
:

∫ √
ln(x+

√
1 + x2)

1 + x2
dx =

∫ √
t dt =

2

3
· t

3
2 + C =

=
2

3
· (ln(x+

√
1 + x2))

3
2 + C.

256. Ðàçäåëèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà 4x:∫
2x · 3x

9x − 4x
dx =

∫
(3

2)xdx

(3
2)2x − 1

=
1

ln 3
2

∫
d((3

2)x)

((3
2)x)2 − 1

=

=
1

2 ln 3
2

·ln

∣∣∣∣∣(3
2)x − 1

(3
2)x + 1

∣∣∣∣∣+C =
1

2(ln 3− ln 2)
·ln
∣∣∣∣3x − 2x

3x + 2x

∣∣∣∣+C (x 6= 0).

257. Ïðåîáðàçóåì ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå∫
xdx√

1 + x2 +
√

(1 + x2)3
=

∫
xdx√

1 + x2 + (1 + x2)
√

1 + x2

=

=

∫
xdx√

(1 + x2)(1 +
√

1 + x2)
=

∫
xdx

√
1 + x2

√
1 +
√

1 + x2
.

Çàìåòèì, ÷òî
xdx√
1 + x2

= d(
√

1 + x2), ïîýòîìó ïðèõîäèì ê èí-

òåãðàëó ∫
d(
√

1 + x2)√
1 +
√

1 + x2
=

∫
d(1 +

√
1 + x2)√

1 +
√

1 + x2
=

=

∫
dt√
t

= 2
√
t+ C = 2

√
1 +

√
1 + x2 + C.
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258. Ñäåëàåì òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ïîäñòàíîâêó x = sin t,
ãäå t ∈ [−π

2 ,
π
2 ] (ìîæíî ïîäñòàíîâêó x = cos t, ãäå t ∈ [0, π]):∫ √

1− x2 dx =

∫ √
1− sin2 t · cos t dt =

∫
| cos t| · cos t dt =

(òàê êàê cos t > 0 ïðè t ∈ [−π
2 ,

π
2 ])

=

∫
cos2 t dt =

1

2

∫
(1 + cos 2t)dt =

1

2
(t+

1

2
sin 2t) + C =

=
1

2
(arcsinx+

1

2
sin(2 arcsinx))+C =

1

2
(arcsinx+x

√
1− x2)+C.

259. Íàéä¼ì ÎÄÇ:
a+ x

a− x
> 0 ⇔ x ∈ [−a, a). Ñäåëàåì ïîä-

ñòàíîâêó x = a sin t, ãäå t ∈ [−π
2 ,

π
2 ). Òîãäà dx = a cos tdt,

t = arcsin
x

a
è ïðèõîäèì ê èíòåãðàëó

∫ √
a+ x

a− x
dx =

∫ √
a+ a sin t

a− a sin t
d(a sin t) = a

∫ √
1 + sin t

1− sin t
cos t dt

= a

∫
1 + sin t√

1− sin t ·
√

1 + sin t
cos t dt = a

∫
1 + sin t

| cos t|
cos t dt =

(òàê êàê cos t > 0 ïðè t ∈ [−π
2 ,

π
2 ])

= a

∫
(1 + sin t)dt = a(t− cos t) + C = a(arcsin

x

a
−

− cos(arcsin
x

a
)) + C = a · arcsin

x

a
− a
√

1−
(x
a

)2
+ C =

= a · arcsin
x

a
−
√
a2 − x2 + C.

260. Èìååì∫ √
a+ x

a− x
dx =

∫
a+ x√
a2 − x2

dx = a

∫
dx√
a2 − x2

+

∫
xdx√
a2 − x2

=

= a · arcsin
x

a
− 1

2

∫
d(a2 − x2)√
a2 − x2

= a · arcsin
x

a
−
√
a2 − x2 + C.
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261. Èìååì:
1

b

∫ dx

x2 + a
b

.

1) Åñëè ab > 0, òî

1

b

∫
dx

x2 + (
√

a
b )2

=
1√
ab
· arctg

√
bx√
a

+ C;

2) Åñëè ab < 0, òî

1

b

∫
dx

x2 −
(√

|a|
|b|

)2 =

√
|b|

2b
√
|a|
· ln

∣∣∣∣x− √|a|√|b|
∣∣∣∣∣∣∣∣x− √|a|√|b|
∣∣∣∣ + C =

=
sgn b

2
√
|ab|
· ln

∣∣∣∣∣
√
|b|x−

√
|a|√

|b|x+
√
|a|

∣∣∣∣∣+ C.

262. Âîçüì¼ì u = x2, dv = sinxdx, òîãäà du = 2xdx,
v = − cosx, ïðîèíòåãðèðóåì:∫

x2 sinxdx = x2 · (− cosx)−
∫

(− cosx)2xdx.

Èíòåãðàë óïðîñòèëñÿ, ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì åù¼ ðàç, âû-
áèðàÿ àíàëîãè÷íî u = x, dv = cosxdx. Òîãäà du = dx, v = sinx,
è â ðåçóëüòàòå èìååì:

−x2 cosx+ 2

∫
x cosxdx = −x2 cosx+ 2

(
x sinx−

∫
sinxdx

)
= −x2 cosx+ 2(x sinx+ cosx) + C.

263. Ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì, ïîëîæèâ u = ln2 x,
v′ =

√
x:∫ √
x · ln2 x dx = ln2 x · 2

3
· x

3
2 −

∫
2

3
x

3
2 · 2 lnx · 1

x
dx =

=
2

3
x

3
2 · ln2 x− 4

3

∫
x

1
2 · lnxdx =
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(ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì, ïîëîæèâ u = lnx, v′ =
√
x)

=
2

3
· x

3
2 · ln2 x− 4

3

(
2

3
x

3
2 · lnx−

∫
2

3
· x

3
2 · 1

x
dx

)
=

=
2

3
· x

3
2 · ln2 x− 8

9
x

3
2 · lnx+

8

9
· 2

3
· x

3
2 + C =

=
2

3
· x

3
2

(
ln2 x− 4

3
lnx+

8

9

)
+ C (x > 0).

264. Ïîëîæèì u = arccosx, dv = x2dx. Òîãäà du =

− dx√
1− x2

, v =
1

3
x3. Èíòåãðèðóÿ, èìååì

∫
x2 · arccosxdx =

1

3
x3 · arccosx−

∫
1

3
x3

(
− dx√

1− x2

)
=

=
1

3
x3 · arccosx+

1

3

∫
x3dx√
1− x2

=

=
1

3
x3 · arccosx− 1

3

∫
x2 · d(

√
1− x2) =

(îáðàçîâàâøèéñÿ â ïðàâîé ÷àñòè èíòåãðàë åù¼ ðàç ïðîèíòåãðè-
ðóåì ïî ÷àñòÿì, ïîëîæèâ íà ýòîò ðàç u = x2, v =

√
1− x2)

=
1

3
x3 · arccosx− 1

3

(
x2
√

1− x2 −
∫

2x
√

1− x2dx

)
=

=
1

3
x3 · arccosx− 1

3

(
x2
√

1− x2 +

∫ √
1− x2 d(1− x2)

)
=

=
1

3
x3 · arccosx− 1

3
x2
√

1− x2 − 2

9

√
(1− x2)3 + C, |x| < 1.

265. Ïîëîæèì u = arctg x, dv =
dx

x3
. Òîãäà du =

dx

1 + x2
,

v = − 1

2x2
è, èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì

∫
arctg x

x3
dx = arctg x ·

(
− 1

2x2

)
−
∫ (
− 1

2x2

)
dx

1 + x2
=
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− 1

2x2
arctg x+

1

2

∫
dx

x2(1 + x2)
= − 1

2x2
arctg x+

1

2

∫
((1 + x2)− x2)dx

x2(1 + x2)
=

= − 1

2x2
arctg x+

1

2

(∫
dx

x2
−
∫

dx

1 + x2

)
=

= − 1

2x2
arctg x+

1

2

(
−1

x
− arctg x

)
+ C.

266. Ïîëîæèì u =
√
a2 − x2, dv = dx, îòêóäà du =

− xdx√
a2 − x2

, v = x. Ñëåäîâàòåëüíî,

∫ √
a2 − x2 dx = x

√
a2 − x2 −

∫
−x2dx√
a2 − x2

=

= x
√
a2 − x2 −

∫
a2 − x2 − a2

√
a2 − x2

dx =

= x
√
a2 − x2 −

∫ √
a2 − x2dx+ a2 arcsin

x

a
.

Âûðàæàÿ èç ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà èñêîìûé èíòåãðàë, íàõî-
äèì îêîí÷àòåëüíî:∫ √

a2 − x2 dx =
x

2

√
a2 − x2 +

a2

2
arcsin

x

a
+ C (|x| < a).

267. Ïîëîæèì t = − 3
√
x+ 1, òîãäà x = −1− t3, dx = −3t2dt

è
∫
e−

3√x+1dx = −3
∫
ett2dt. Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì

−3

(
ett2 − 2

∫
tetdt

)
= −3(ett2−2tet+2et)+C, ãäå t = − 3

√
x+ 1.

268. Ïîëàãàÿ u = x, dv =
dx

sin2 x
è, èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì,

ïîëó÷èì ∫
x

sin2 x
dx = −x ctg x+

∫
ctg xdx =

= −x ctg x+

∫
cosxdx

sinx
= −x ctg x+

∫
d(sinx)

sinx
=

= −x ctg x+ ln | sinx|+ C (x 6= πn, n ∈ Z).
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269. Ðàññìîòðèì îðèãèíàëüíûé ñïîñîá, êîòîðûé ïðèìåíÿåò-
ñÿ, åñëè íàäî âû÷èñëèòü ñðàçó îáà èíòåãðàëà I1 =

∫
sin(lnx)dx

è I2 =
∫

cos(lnx)dx. Ïðîèíòåãðèðóåì êàæäûé èç èíòåãðàëîâ ïî
÷àñòÿì îäèí ðàç:

I1 = x · sin(lnx)−
∫

cos(lnx)dx = x · sin(lnx)− I2,

I2 = x · cos(lnx) +

∫
sin(lnx)dx = x · cos(lnx) + I1,

îòêóäà ñðàçó íàõîäèì

I1 =
x

2
(sin(lnx)− cos(lnx)) + C,

I2 =
x

2
(sin(lnx) + cos(lnx)) + C (x > 0).

Ñïîñîá îòäåëüíîãî âû÷èñëåíèÿ ýòèõ èíòåãðàëîâ ðàññìîòðåí â
ðåøåíèè ñëåäóþùåé çàäà÷è.

270. Ïîëîæèì t = lnx, òîãäà x = et, dx = etdt, è èíòåãðàë
ïðèíèìàåò âèä

∫
et cos tdt. Ïðîèíòåãðèðóåì åãî äâàæäû ïî ÷à-

ñòÿì:

I =

∫
et cos tdt = et sin t−

∫
et sin tdt = et sin t+

+

(
et cos t−

∫
et cos tdt

)
= et(sin t+ cos t)− I.

Âûðàæàÿ èç ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà I è ïðèïèñûâàÿ êîíñòàíòó
C, îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì:

I =
et

2
(sin t+ cos t) + C =

x

2
(sin(lnx) + cos(lnx)) + C, x > 0.

Ìîæíî áûëî âû÷èñëèòü ýòîò èíòåãðàë è íå ïðèáåãàÿ ê ïðåä-
âàðèòåëüíîé çàìåíå ïåðåìåííîé, à ñðàçó íåïîñðåäñòâåííî èí-
òåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì. Òàê, ïîëîæèì u = cos(lnx), dv = dx, òîãäà

I =

∫
cos(lnx)dx = x cos(lnx)−

∫
x

(
− sin(lnx) · 1

x

)
dx
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= x cos(lnx) +

∫
sin(lnx)dx.

Åù¼ ðàç ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷èâøèéñÿ èíòåãðàë ïî ÷àñòÿì:

I = x cos(lnx) +

(
x sin(lnx)−

∫
x · cos(lnx) · 1

x
dx

)
=

= x(cos(lnx) + sin(lnx))− I,

îòêóäà íàõîäèì I =
x

2
(sin(lnx) + cos(lnx)) + C.

271. Ðàññìîòðèì îðèãèíàëüíûé ñïîñîá, êîòîðûé ïðè-
ìåíÿåòñÿ, åñëè íàäî âû÷èñëèòü ñðàçó îáà èíòåãðàëà
I1 =

∫
eax cos(bx)dx è I2 =

∫
eax sin(bx)dx. Ïðîèíòåãðèðó-

åì êàæäûé èç èíòåãðàëîâ ïî ÷àñòÿì îäèí ðàç:

I1 =
1

a

∫
cos bxd(eax) =

1

a
eax cos bx+

b

a

∫
eax sin bxdx =

=
1

a
eax cos bx+

b

a
· I2,

I2 =
1

a

∫
sin bxd(eax) =

1

a
eax sin bx− b

a

∫
eax cos bxdx =

=
1

a
eax sin bx− b

a
· I1,

îòêóäà

I1 =
eax(a cos bx+ b sin bx)

a2 + b2
+ C,

I2 =
eax(a sin bx− b cos bx)

a2 + b2
+ C.

272. Èíòåãðàëû âèäà
∫
eax sin bxdx,

∫
eax cos bxdx âû÷èñëÿ-

þòñÿ äâóêðàòíûì èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîãî èíòåãðàëà.
Â äàííîì ñëó÷àå ïîëîæèì u = sin bx, dv = eaxdx. Òîãäà
du = b cos bxdx, v = 1

ae
ax è èìååì:∫

eax sin bxdx =
1

a
eax sin bx− b

a

∫
eax cos bxdx.
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Åù¼ ðàç ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì îáðàçîâàâøèéñÿ èíòåãðàë,
ïîëîæèâ â íåì, àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, â êà÷åñòâå u òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ, à â êà÷åñòâå v � ïîêàçàòåëüíóþ:
u = cos bx, dv = eaxdx. Òîãäà du = −b sin bxdx, v = 1

ae
ax è

ïðèäåì ê ðåçóëüòàòó:∫
eax sin bxdx =

1

a
eax sin bx− b

a

(
1

a
eax cos bx+

b

a

∫
eax sin bxdx

)

=
1

a
eax
(

sin bx− b

a
cos bx

)
− b2

a2

∫
eax sin bxdx.

Îáîçíà÷èì òåïåðü èñõîäíûé èíòåãðàë ÷åðåç I. Òîãäà èìååì
óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî I:

I =
1

a
eax
(

sin bx− b

a
cos bx

)
− b2

a2
I,

îòêóäà âûðàæàåì

I =
1

a2 + b2
· eax(a sin bx− b cos bx).

Îêîí÷àòåëüíî,
∫
eax sin bxdx =

1

a2 + b2
·eax(a sin bx−b cos bx)+C.
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9 ÑÅÌÈÍÀÐ: Èíòåãðèðîâàíèå ðàöèî-

íàëüíûõ ôóíêöèé

¾Ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè, åñòåñòâåííûå íàóêè è
ãóìàíèòàðíûå íàóêè ìîãóò áûòü íàçâàíû, ñîîòâåòñòâåííî,

íàóêàìè ñâåðõúåñòåñòâåííûìè, åñòåñòâåííûìè è
íååñòåñòâåííûìè¿.

Ëåâ Äàâèäîâè÷ Ëàíäàó (1908�1968) �
ñîâåòñêèé ôèçèê-òåîðåòèê, àêàäåìèê ÀÍ
ÑÑÑÐ. Ëàóðåàò Íîáåëåâñêîé ïðåìèè ïî

ôèçèêå 1962 ãîäà.

Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà íåêîòîðûõ èç íàèáîëåå èçó÷åí-
íûõ êëàññîâ èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé è ñóùåñòâóþùèõ ìåòî-
äàõ èõ èíòåãðèðîâàíèÿ. Íà äàííîì ñåìèíàðå ðå÷ü ïîéä¼ò îá
èíòåãðèðîâàíèè àëãåáðàè÷åñêèõ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé, ò. å.
èíòåãðàëàõ âèäà ∫

Pn(x)

Qm(x)
dx,

ãäå Pn(x), Qm(x) � àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû çàäàííûõ ñòå-
ïåíåé. Âíà÷àëå ðàññìîòðèì íà ïðèìåðàõ íåêîòîðûå èç íàèáî-
ëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ òèïîâ èíòåãðàëîâ îò ðàöèîíàëüíûõ
ôóíêöèé, è óæå çàòåì � îáùèé ïîäõîä ê èíòåãðèðîâàíèþ òàêèõ
äðîáåé.

9.1 Ïðîñòåéøèå êëàññû èíòåãðàëîâ

1. Èíòåãðèðîâàíèå ìíîãî÷ëåíîâ. Èíòåãðàë âûïèñûâàåòñÿ ñðà-
çó êàê ñóììà ïåðâîîáðàçíûõ îò êàæäîãî ÷ëåíà ïëþñ êîíñòàíòà:

Ïðèìåð 81.
∫ (

5x6 + 2x4 − x2 + 3x− 1

4

)
dx =

=
5

7
x7 +

2

5
x5 − 1

3
x3 +

3

2
x2 − 1

4
x+ C. �

2. Èíòåãðàëû âèäà
∫ ax+ b

cx+ δ
dx (ac 6= 0, cx+ δ 6= 0).

216



Èíòåãðàë îò äðîáíî-ëèíåéíîé ôóíêöèè ëåãêî ñâîäèòñÿ ê
ñóììå äâóõ òàáëè÷íûõ èíòåãðàëîâ âûäåëåíèåì â ïîäûíòå-
ãðàëüíîé äðîáè ðàöèîíàëüíîé ÷àñòè.

Ïðèìåð 82. Âû÷èñëèòü
∫ 2x+ 1

3x− 2
dx.

Ðåøåíèå. Ïðè x 6= 2
3 èìååì:∫ 2

3 (3x− 2) + 7
3

3x− 2
dx =

2

3

∫
dx+

7

9

∫
d(3x− 2)

3x− 2
=

=
2

3
x+

7

9
ln |3x− 2|+ C. �

3. Èíòåãðàëû âèäà
∫ dx

ax2 + bx+ c
(a 6= 0).

Âûäåëåíèåì ïîëíîãî êâàäðàòà â êâàäðàòíîì òð¼õ÷ëåíå èí-
òåãðàëû äàííîãî âèäà ïðèâîäÿòñÿ ê îäíîìó èç äâóõ òèïîâ òàá-
ëè÷íûõ èíòåãðàëîâ:∫

dt

t2 +A2
=

1

A
arctg

t

A
+C èëè

∫
dt

t2 −A2
=

1

2a
ln

∣∣∣∣ t−At+A

∣∣∣∣+C
(ïåðâûé ñëó÷àé ðåàëèçóåòñÿ, êîãäà âûðàæåíèå â çíàìåíàòåëå
íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé, âòîðîé � êîãäà çíàìåíàòåëü
èìååò äâà ðàçëè÷íûõ êîðíÿ).

Ïðèìåð 83. Âû÷èñëèòü
∫ dx

x2 + 4x+ 13
.

Ðåøåíèå. Âûäåëÿÿ â çíàìåíàòåëå ïîëíûé êâàäðàò, ïîëó÷àåì∫
dx

(x+ 2)2 + 9
=

∫
d(x+ 2)

(x+ 2)2 + 9
=

1

3
· arctg

x+ 2

3
+ C. �

Ïðèìåð 84. Âû÷èñëèòü
∫ dx

x2 − 6x− 16
.

Ðåøåíèå. Âûäåëÿÿ â çíàìåíàòåëå ïîëíûé êâàäðàò, ïîëó÷àåì∫
dx

(x− 3)2 − 25
=

1

10
· ln
∣∣∣∣ (x− 3)− 5

(x− 3) + 5

∣∣∣∣+ C =
1

10
ln

∣∣∣∣x− 8

x+ 2

∣∣∣∣+ C
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(x 6= −2; 8) �.

Íàðÿäó ñ ðàññìîòðåííûì ñïîñîáîì, äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòå-

ãðàëîâ
∫ dx

(x+ a)(x+ b)
(a 6= b) ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òîæäå-

ñòâîì: a− b = (x+ a)− (x+ b).

Ïðèìåð 85. Âû÷èñëèòü
∫ dx

(x+ a)(x+ b)
.

Ðåøåíèå. Óìíîæèì è ðàçäåëèì íà a−b è ñôîðìèðóåì â ÷èñëèòåëå
âûðàæåíèÿ (x+ a) è (x+ b):∫

dx

(x+ a)(x+ b)
=

1

a− b

∫
(x+ a)− (x+ b)

(x+ a)(x+ b)
dx =

=
1

a− b

(∫
dx

x+ b
−
∫

dx

x+ a

)
=

1

a− b
(ln |x+ b| − ln |x+ a|) + C =

=
1

a− b
ln

∣∣∣∣x+ b

x+ a

∣∣∣∣+ C (x 6= −a;−b). �

Ê ýòîé æå ãðóïïå îòíîñèòñÿ èíòåãðàë∫
dx

x2 − a2
=

1

2a
· ln
∣∣∣∣x− ax+ a

∣∣∣∣+ C (a 6= 0, x 6= ±a).

4. Èíòåãðàëû âèäà
∫ dx

(x+ a)2(x+ b)2
(a 6= b).

Èíòåãðàëû óêàçàííîãî âèäà ìîæíî âû÷èñëÿòü ïðè ïîìîùè
òîæäåñòâà

1 ≡
(

(x+ a)− (x+ b)

a− b

)2

.

Ïðèìåð 86. Âû÷èñëèòü I =
∫ dx

(x+ 2)2(x− 3)2
.

Ðåøåíèå. Èìååì ïðè x 6= −2; 3:

I =
1

25

∫
((x+ 2)− (x− 3))2

(x+ 2)2(x− 3)2
dx =

1

25

∫ ((
1

x− 3
− 1

x+ 2

))2

dx =

=
1

25

∫
dx

(x− 3)2
+

1

25

∫
dx

(x+ 2)2
− 2

25

∫
dx

(x− 3)(x+ 2)
=
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= − 1

25(x− 3)
− 1

25(x+ 2)
− 2

125

∫ (
1

x− 3
− 1

x+ 2

)
dx =

= − 1

25(x− 3)
− 1

25(x+ 2)
− 2

125
ln |x− 3|+ 2

125
ln |x+ 2|+ C. �

5. Èíòåãðàëû âèäà
∫ Ax+B

ax2 + bx+ c
dx (a 6= 0).

Ýòè èíòåãðàëû âû÷èñëÿþòñÿ âûäåëåíèåì â ÷èñëèòåëå äðîáè
âûðàæåíèÿ, ðàâíîãî ïðîèçâîäíîé 2ax+ b çíàìåíàòåëÿ äðîáè è
ïîñëåäóþùèì ðàçáèåíèåì íà äâà èíòåãðàëà:∫

Ax+B

ax2 + bx+ c
dx =

∫ A
2a(2ax+ b) + (B − Ab

2a )

ax2 + bx+ c
dx =

=
A

2a

∫
d(ax2 + bx+ c)

ax2 + bx+ c
+

(
B − Ab

2a

)∫
dx

ax2 + bx+ c
,

ãäå èíòåãðàë
∫ dx

ax2 + bx+ c
óæå ðàññìàòðèâàëñÿ âûøå.

Ïðèìåð 87. Âû÷èñëèòü
∫ x+ 2

x2 + 2x+ 5
dx.

Ðåøåíèå. Òàê êàê (x2 + 2x+ 5)′ = 2(x+ 1), èìååì:∫
x+ 2

x2 + 2x+ 5
dx =

∫
(x+ 1) + 1

x2 + 2x+ 5
dx =

∫
(x+ 1)dx

x2 + 2x+ 5
+

+

∫
dx

x2 + 2x+ 5
=

1

2

∫
d(x2 + 2x+ 5)

x2 + 2x+ 5
+

+

∫
d(x+ 1)

(x+ 1)2 + 22
=

1

2
ln |x2 + 2x+ 5|+ 1

2
arctg

x+ 1

2
+ C. �

Ïðèìåð 88. Âû÷èñëèòü
∫ x+ 2

x2 + 2x− 3
dx.

Ðåøåíèå. Èìååì∫
x+ 2

x2 + 2x− 3
dx =

∫
(x+ 1) + 1

x2 + 2x− 3
dx =

∫
(x+ 1)dx

x2 + 2x− 3
+

+

∫
dx

x2 + 2x− 3
=

1

2

∫
d(x2 + 2x− 3)

x2 + 2x− 3
+

∫
d(x+ 1)

(x+ 1)2 − 22
=
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=
1

2
ln |x2 + 2x− 3|+ 1

4
ln

∣∣∣∣x− 1

x+ 3

∣∣∣∣+ C. �

6. Èíòåãðàëû âèäà
∫ dx

(a2 + x2)2
(a 6= 0).

Îäèí èç ìåòîäîâ âû÷èñëåíèÿ ýòîãî âèäà èíòåãðàëîâ ïðèâå-
ä¼í íèæå: ∫

dx

(a2 + x2)2
=

1

a2

∫
(a2 + x2)− x2

(a2 + x2)2
dx =

=
1

a2

∫
dx

a2 + x2
− 1

a2

∫
x · xdx

(a2 + x2)2
=

=
1

a3
arctg

x

a
+

1

2a2

∫
xd

(
1

x2 + a2

)
=

=
1

a3
arctg

x

a
+

1

2a2

(
x · 1

x2 + a2
−
∫

dx

x2 + a2

)
=

1

a3
arctg

x

a
+

1

2a2

(
x

x2 + a2
− 1

a
arctg

x

a

)
+ C

=
1

2a3
arctg

x

a
+

x

2a2(x2 + a2)
+ C.

7. Èíòåãðàëû âèäà
∫ dx

(a2 + x2)n
(a 6= 0, n > 2, n ∈ N).

Äàííûå èíòåãðàëû ìîæíî âû÷èñëèòü òðèãîíîìåòðè÷åñêîé

ïîäñòàíîâêîé x = a tg t, ãäå t ∈
(
−π

2
,
π

2

)
.

Ïðèìåð 89. Âû÷èñëèòü
∫ dx

(2 + x2)2
.

Ðåøåíèå. Ïîëîæèì x =
√

2 tg t, ãäå t ∈
(
−π

2
,
π

2

)
, òîãäà dx =

√
2

cos2 t
dt, t = arctg

x√
2
è ïîëó÷àåì

∫
dx

(2 + x2)2
=

∫ √
2 dt

cos2 t · (2 + 2 tg2 t)2
=

√
2

4

∫
dt

cos2 t · 1
cos4 t

=
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=

√
2

4

∫
cos2 t dt =

√
2

8

∫
(1 + cos 2t) dt =

√
2

8

(
t+

1

2
sin 2t

)
+ C =

=

√
2

8

(
arctg

x√
2

+
1

2
sin

(
2 arctg

x√
2

))
+ C. �

8. Èíòåãðàëû âèäà∫
Ax+B

(ax2 + bx+ c)2
dx (D = b2 − 4ac < 0; a 6= 0).

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýòîãî âèäà èíòåãðàëîâ íàäî ïðåäñòàâèòü
ëèíåéíóþ ôóíêöèþ â ÷èñëèòåëå â âèäå êîìáèíàöèè ïðîèçâîä-
íîé êâàäðàòíîãî òð¼õ÷ëåíà è íåêîòîðîé êîíñòàíòû è çàòåì ðàç-
áèòü èíòåãðàë íà äâà èíòåãðàëà.

Ïðèìåð 90. Âû÷èñëèòü
∫ 3x+ 1

(x2 + x+ 1)2
dx.

Ðåøåíèå. Òàê êàê (x2 + x+ 1)′ = 2x+ 1, òî èìååì∫
3x+ 1

(x2 + x+ 1)2
dx =

∫ 3
2 (2x+ 1)− 1

2

(x2 + x+ 1)2
dx =

=
3

2

∫
d(x2 + x+ 1)

(x2 + x+ 1)2
− 1

2

∫
d
(
x+ 1

2

)
((x+ 1

2 )2 + 3
4 )2

=

= − 3

2(x2 + x+ 1)
− 2x+ 1

6(x2 + x+ 1)
− 1

4(
√

3
2 )3

arctg
2x+ 1√

3
+ C. �

9. Èíòåãðàëû âèäà∫
dx

(x2 + bx+ c)n
dx (D = b2 − 4c < 0; n ∈ N, n > 2).

Âûäåëåíèåì ïîëíîãî êâàäðàòà x2 + bx+ c =

(
x+

b

2

)2

+ c− b2

4

è çàìåíîé z = x+
b

2
èíòåãðàë ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

In =

∫
dz

(a2 + z2)n
.
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Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîñëåäíåãî èíòåãðàëà èñïîëüçóåòñÿ ïîäñòà-
íîâêà z = a tg u èëè âûâîäèòñÿ ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå, ïîç-
âîëÿþùåå ïîíèçèòü ñòåïåíü n â çíàìåíàòåëå èíòåãðèðîâàíèåì
ïî ÷àñòÿì (ñì. [17, ï. 3.6]).

Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ áîëåå îáùåãî âèäà∫
Ax+B

(ax2 + bx+ c)n
dx (D = b2 − 4ac < 0; a 6= 0)

ðàññìîòðåíî â [17, ï. 3.7].

10. Ìåòîä àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé (ðàçíûå ïðè¼ìû)

Òàê êàê îñíîâíîé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ðàçëîæåíèè ðàöèî-
íàëüíîé äðîáè íà ïðîñòåéøèå äðîáè (êîòîðûé áóäåò èçëîæåí
íèæå), ÷àñòî òðåáóåò ãðîìîçäêèõ âûêëàäîê, òî ïðè âû÷èñëåíèè
èíòåãðàëîâ îò ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ïðè ëþáîé âîçìîæíîñòè
ïîëåçíî èñïîëüçîâàòü àëüòåðíàòèâíûå ïîäõîäû â âèäå ðàçëè÷-
íûõ óïðîùàþùèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé, âñïîìîãà-
òåëüíûõ çàìåí ïåðåìåííûõ � âñåãî òîãî, ÷òî òàê èëè èíà÷å
óïðîùàåò âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ.

Ïðèìåð 91. Âû÷èñëèòü
∫
x(1− 2x)37dx.

Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçóåì èíòåãðàë ê âèäó:∫ (
−1

2
(1− 2x) +

1

2

)
(1− 2x)37dx =

= −1

2

∫
(1− 2x)38dx+

1

2

∫
(1− 2x)37dx =

=
1

4

∫
(1− 2x)38d(1− 2x)− 1

4

∫
(1− 2x)37d(1− 2x) =

=
1

156
(1− 2x)39 − 1

152
(1− 2x)38 + C. �

Ïðèìåð 92. [6, � 1767] Âû÷èñëèòü
∫
x3(1− 5x2)10dx.

Ðåøåíèå. Ñäåëàåì çàìåíó t = 1 − 5x2, îòêóäà x2 =
1− t

5
,

xdx = − 1

10
dt, è â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê èíòåãðàëó:∫ (

1− t
5

)
t10

(
− dt

10

)
=

1

50

∫
t11dt− 1

50

∫
t10dt =

t12

600
− t11

550
+ C =
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=
(1− 5x2)12

600
− (1− 5x2)11

550
+ C. �

Ïðèìåð 93. Âû÷èñëèòü
∫ xdx

x4 + 2x2 + 5
.

Ðåøåíèå. Âûäåëÿÿ ïîëíûé êâàäðàò, ïîëó÷èì x4 + 2x2 + 5 =

(x2 + 1)2 + 4. Âûïîëíèì ïîäñòàíîâêó t = x2 + 1, òîãäà xdx =
dt

2
.

Ïåðåõîäÿ ê íîâîé ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîëó÷èì∫
xdx

x4 + 2x2 + 5
=

1

2

∫
dt

t2 + 4
=

1

4
arctg

t

2
+C =

1

4
arctg

x2 + 1

2
+C. �

Ïðèìåð 94. Âû÷èñëèòü
∫ x2 + 1

x4 + 1
dx.

Ðåøåíèå. Ïðè x 6= 0 ïîäåëèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà x2:∫
x2 + 1

x4 + 1
dx =

∫ (
1 + 1

x2

)
dx

x2 + 1
x2

=

∫
d
(
x− 1

x

)(
x− 1

x

)2
+ 2

=

=
1√
2

arctg
x2 − 1

x
√

2
+ C

(â òî÷êå x = 0 ïåðâîîáðàçíûå äîîïðåäåëÿþòñÿ ïðåäåëüíûìè çíà÷å-

íèÿìè). �

Ïðèìåð 95. Âû÷èñëèòü
∫ (1 + x)2

1 + x2
dx.

Ðåøåíèå. Èìååì∫
(1 + x)2

1 + x2
dx =

∫
(1 + x2) + 2x

1 + x2
dx =

∫
dx+

∫
2xdx

1 + x2
=

= x+

∫
d
(
x2
)

1 + x2
= x+

∫
d
(
1 + x2

)
1 + x2

= x+ ln
(
1 + x2

)
+ C. �

Ýòè è äðóãèå ïðè¼ìû îñâàèâàþòñÿ íà ïðàêòèêå ïðè âû÷èñ-
ëåíèè ðàçëè÷íûõ âèäîâ èíòåãðàëîâ (ñì., â òîì ÷èñëå, çàäà÷è ê
äàííîìó ñåìèíàðó).
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9.2 Ïðåäñòàâëåíèå ðàöèîíàëüíîé äðîáè â âèäå
ñóììû ïðîñòåéøèõ äðîáåé ñ èñïîëüçîâàíèåì
ìåòîäà íåîïðåäåë¼ííûõ êîýôôèöèåíòîâ

Èäåÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé ïðè ïîìîùè ðàç-
ëîæåíèÿ èõ íà ïðîñòåéøèå äðîáè ïðèíàäëåæèò Ã. Ëåéáíèöó

(1702�1703). Ðàññìîòðèì îáùèé ïîäõîä ê èíòåãðèðîâàíèþ ðà-

öèîíàëüíûõ äðîáåé, ò. å. ôóíêöèé âèäà
P (x)

Q(x)
, ãäå P (x), Q(x) �

öåëûå àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû îò x. Ýòîò ïîäõîä îáû÷íî
ïðèìåíÿþò â ñëó÷àå, êîãäà íåò áîëåå ïðîñòûõ ïðè¼ìîâ, ïîçâî-
ëÿþùèõ âû÷èñëèòü èíòåãðàë.

1. Èíòåãðèðîâàíèå íåïðàâèëüíîé äðîáè. Åñëè ñòåïåíü ìíî-
ãî÷ëåíà P (x) áîëüøå èëè ðàâíà ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà Q(x),

(èíûìè ñëîâàìè, äðîáü
P (x)

Q(x)
� íåïðàâèëüíàÿ), òî äåëåíèåì

ìíîãî÷ëåíà P (x) íà ìíîãî÷ëåí Q(x) âíà÷àëå âûäåëÿþò öå-
ëóþ ÷àñòü � ìíîãî÷ëåí S(x), ò. å. ïðåäñòàâëÿþò äðîáü â âè-

äå
P (x)

Q(x)
= S(x) +

R(x)

Q(x)
, ãäå ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà R(x) ìåíü-

øå ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà Q(x). Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðèðîâàíèå

äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè
P (x)

Q(x)
â îáùåì ñëó÷àå ñâîäèòñÿ

ê èíòåãðèðîâàíèþ ìíîãî÷ëåíà S(x) è ïðàâèëüíîé ðàöèîíàëü-

íîé äðîáè
R(x)

Q(x)
.

2. Èíòåãðèðîâàíèå ïðàâèëüíîé äðîáè. Ðàññìîòðèì èíòåãðè-

ðîâàíèå ïðàâèëüíîé äðîáè
P (x)

Q(x)
, â êîòîðîé ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà

P (x) ìåíüøå ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà Q(x). Îíî îñíîâàíî íà ïðåä-
ñòàâëåíèè ýòîé äðîáè êîíå÷íîé ñóììîé ïðîñòåéøèõ äðîáåé.

1) Ïåðâîå, ÷òî íåîáõîäèìî ñäåëàòü, � ýòî âûïèñàòü ðàçëîæå-
íèå äðîáè â ñóììó ýëåìåíòàðíûõ äðîáåé. Âèä ýòîãî ðàçëîæå-
íèÿ çàâèñèò îò ðàçëîæåíèÿ çíàìåíàòåëÿ Q(x) íà ìíîæèòåëè.
Èçâåñòíî, ÷òî àëãåáðàè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ëþáîé ñòåïåíè ðàñ-
êëàäûâàåòñÿ íà ñîìíîæèòåëè ëèíåéíîãî (x − a) è (èëè) êâàä-
ðàòè÷íîãî âèäà x2 + bx+ c. Ïðåäïîëîæèì, â ðàçëîæåíèè Q(x)
íà ìíîæèòåëè ïðèñóòñòâóåò ñîìíîæèòåëü ëèíåéíîãî âèäà â n-
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é ñòåïåíè: (x − a)n (a � äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà
êðàòíîñòè n). Òîãäà åìó áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ñóììà ðîâíî n
ïðîñòåéøèõ äðîáåé:

A1

x− a
+

A2

(x− a)2
+

A3

(x− a)3
+ ...+

An
(x− a)n

, (1)

ãäå Ak (k = 1, n) � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå. Åñëè ñîìíîæèòåëåé
ëèíåéíîãî òèïà â ðàçëîæåíèè ìíîãî÷ëåíà Q(x) íåñêîëüêî, òî
êàæäîìó èç íèõ ñîîòâåòñòâóåò àíàëîãè÷íàÿ ñóììà. Êàæäîìó
ñîìíîæèòåëþ êâàäðàòè÷íîãî âèäà â m-é ñòåïåíè (x2 +bx+c)m,
ãäå òðåõ÷ëåí x2 + bx + c íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé, ñî-
îòâåòñòâóþò, â ñâîþ î÷åðåäü, m ïðîñòåéøèõ äðîáåé:

M1x+N1

x2 + bx+ c
+

M2x+N2

(x2 + bx+ c)2
+

M3x+N3

(x2 + bx+ c)3
+...+

Mmx+Nm

(x2 + bx+ c)m
,

(2)
ãäå Mi, Ni (i = 1,m) � ïîñòîÿííûå.

Òàêèì îáðàçîì, âûïèñûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå äðîáè
P (x)

Q(x)
â

âèäå êîíå÷íîé ñóììû ýëåìåíòàðíûõ äðîáåé âèäà (1) è (2):

P (x)

Q(x)
=

A1

x− a
+

A2

(x− a)2
+

A3

(x− a)3
+ ...+

An
(x− a)n

+ ...

+
M1x+N1

x2 + bx+ c
+

M2x+N2

(x2 + bx+ c)2
+

M3x+N3

(x2 + bx+ c)3
+...+

Mmx+Nm

(x2 + bx+ c)m
.

(3)

2) Äàëåå ìåòîäîì íåîïðåäåë¼ííûõ êîýôôèöèåíòîâ íàõîäÿò-
ñÿ ïîñòîÿííûå Ak, Mi, Ni. Äëÿ ýòîãî âñå ïðîñòåéøèå äðîáè â
ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (3) ïðèâîäÿòñÿ ê îáùåìó çíàìåíàòå-
ëþ (ýòèì çíàìåíàòåëåì áóäåò ìíîãî÷ëåí Q(x), êàê è â ëåâîé
÷àñòè). Ïðè ýòîì â ÷èñëèòåëå ïîëó÷åííîé â ðåçóëüòàòå äðîáè
îêàæåòñÿ íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí T (x), ó êîòîðîãî êîýôôèöèåí-
òû ïðè ðàçëè÷íûõ ñòåïåíÿõ x çàâèñÿò îò íåèçâåñòíûõ Ak, Mi,

Ni. Ïîñêîëüêó äâå ðàöèîíàëüíûå äðîáè
P (x)

Q(x)
è
T (x)

Q(x)
ñ îäèíà-

êîâûìè çíàìåíàòåëÿìè òîæäåñòâåííî ðàâíû (ò. å. ðàâíû ñðàçó
ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ x) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
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ðàâíû èõ ÷èñëèòåëè, òî îñòàëîñü çàïèñàòü óñëîâèå òîæäåñòâåí-
íîãî ðàâåíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ P (x) è T (x). Â ñâîþ î÷åðåäü, äâà
ìíîãî÷ëåíà òîæäåñòâåííî ðàâíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ðàâíû èõ ñòåïåíè è êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ x.
Ïðèðàâíèâàÿ ýòè êîýôôèöèåíòû, ñîñòàâëÿþò ñèñòåìó àëãåáðà-
è÷åñêèõ óðàâíåíèé, â êîòîðîé êîëè÷åñòâî íåèçâåñòíûõ (íåîïðå-
äåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ) ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì óðàâíåíèé
ñèñòåìû. Çàòåì ýòà ñèñòåìà ðåøàåòñÿ (äîñòàòî÷íî ïîäîáðàòü
îäíî êàêîå-ëèáî ðåøåíèå) è, òàêèì îáðàçîì, íåîïðåäåëåííûå
ðàíåå êîýôôèöèåíòû îêàçûâàþòñÿ íàéäåííûìè.

3) Ïîñëå ýòîãî íàéäåííûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ak, Mi,
Ni ïîäñòàâëÿþòñÿ â ðàçëîæåíèå (3), è èíòåãðèðîâàíèå ðàöèî-

íàëüíîé äðîáè
P (x)

Q(x)
îêàçûâàåòñÿ â ðåçóëüòàòå ñâåäåíî ê èíòå-

ãðèðîâàíèþ ñóììû ýëåìåíòàðíûõ äðîáåé (3).

Â èòîãå èíòåãðàë îò ëþáîé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè âûðà-
æàåòñÿ â êîíå÷íîì âèäå ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé ðàöèîíàëüíîé
ôóíêöèè, ëîãàðèôìà èëè àðêòàíãåíñà.

Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå äàííîãî ìåòîäà íà ïðèìåðàõ.

Ïðèìåð 96. Ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ïðîñòåéøèõ äðîáåé ñ
íåîïðåäåë¼ííûìè êîýôôèöèåíòàìè (â îáùåì âèäå) ðàöèîíàëüíóþ
ôóíêöèþ

à)
1

(x+ 1)(x+ 2)2(x+ 3)3
; á)

3x2 − 1

x4(x2 − x+ 5)3
.

Ðåøåíèå. à) Ñîãëàñíî ðåêîìåíäàöèÿì âûøå, èñêîìîå ïðåäñòàâëå-
íèå ¾ïðàâèëüíîé¿ äðîáè èìååò âèä

1

(x+ 1)(x+ 2)2(x+ 3)3
=

=
A

x+ 1
+

B

x+ 2
+

C

(x+ 2)2
+

D

(x+ 3)
+

E

(x+ 3)2
+

F

(x+ 3)3
.

á) Èìååì
3x2 − 1

x4(x2 − x+ 5)3
=

=
A

x
+
B

x2
+
C

x3
+
D

x4
+

Ex+ F

x2 − x+ 5
+

Kx+ L

(x2 − x+ 5)2
+

Mx+N

(x2 − x+ 5)3
.
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Ïðèìåð 97. Âû÷èñëèòü
∫ xdx

(x+ 1)(x− 2)2
.

Ðåøåíèå. Ðàçëîæåíèå ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè â ñóììó ïðî-
ñòåéøèõ äðîáåé èùåì â âèäå

x

(x+ 1)(x− 2)2
=

A

x+ 1
+

B

x− 2
+

C

(x− 2)2
. (1)

Ïðèâîäÿ äðîáè â ïðàâîé ÷àñòè (1) ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ, èìååì

x

(x+ 1)(x− 2)2
=
A(x− 2)2 +B(x+ 1)(x− 2) + C(x+ 1)

(x+ 1)(x− 2)2
.

Ïðèðàâíèâàÿ ÷èñëèòåëè äðîáåé, ïîëó÷àåì òîæäåñòâî

x = A(x− 2)2 +B(x+ 1)(x− 2) + C(x+ 1). (2)

Ïðèâåä¼ì ìíîãî÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè ê ñòàíäàðòíîìó âèäó, óïîðÿäî-
÷èâ ñòåïåíè x â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ:

x = (A+B)x2 + (C −B − 4A)x+ (4A− 2B + C).

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ x ó ìíîãî-
÷ëåíîâ â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì ñèñòåìó òð¼õ
óðàâíåíèé ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè A,B,C:

A+B = 0,

C −B − 4A = 1,

4A− 2B + C = 0,

ðåøàÿ êîòîðóþ íàõîäèì íåîïðåäåë¼ííûå êîýôôèöèåíòû A = −1

9
,

B =
1

9
, C =

2

3
. Íàêîíåö, ïîäñòàâèì íàéäåííûå êîýôôèöèåíòû â

ðàçëîæåíèå (1) è ïðîèíòåãðèðóåì:∫
xdx

(x+ 1)(x− 2)2
= −1

9

∫
dx

x+ 1
+

1

9

∫
dx

x− 2
+

2

3

∫
dx

(x− 2)2

=
1

9
ln

∣∣∣∣x− 2

x+ 1

∣∣∣∣− 2

3(x− 2)
+ C (x 6= −1; 2).

Çàìå÷àíèå. C äðóãîé ñòîðîíû, áûâàåò óäîáíî â ðàâåíñòâî
P (x) = T (x) ïîäñòàâëÿòü âìåñòî x íåêîòîðûå ñïåöèàëüíî ïîäîáðàí-
íûå ÷èñëà, ÷àùå âñåãî � äåéñòâèòåëüíûå êîðíè çíàìåíàòåëÿ Q(x). Â
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ðåçóëüòàòå ïîëó÷àþòñÿ ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî èñêîìûõ
êîýôôèöèåíòîâ, õîòÿ ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå ïðîèç-
âîëüíûõ ÷èñåë ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ ìîãóò îêàçàòüñÿ çàâèñèìûìè.

Ïðèìåíèì äàííûé ïðè¼ì ê ïðåäûäóùåìó ïðèìåðó. Äëÿ ýòîãî,

íå ïðèâîäÿ ìíîãî÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî òîæäåñòâà (2) ê ñòàí-

äàðòíîìó âèäó, ïîëîæèì â í¼ì ïîñëåäîâàòåëüíî âíà÷àëå x = 2 è

ïîëó÷èì 2 = 3C, îòêóäà C =
2

3
. Çàòåì ïîëîæèì x = −1, ïîëó÷èâ,

÷òî −1 = 9A, îòêóäà A = −1

9
. Íàêîíåö, ïîëîæèì â (2) x = 0 (íå êî-

ðåíü ìíîãî÷ëåíà Q(x), íî òîæå äîñòàòî÷íî óäîáíîå äëÿ ïîäñòàíîâêè

÷èñëî). Â ðåçóëüòàòå èìååì 0 = 4A−2B+C, îòêóäà ñ ó÷¼òîì íàéäåí-

íûõ ðàíåå A è C íàõîäèì B =
1

9
. È äàëåå èíòåãðèðóåì ïî îïèñàííîé

âûøå ñõåìå.

9.3 Ìåòîä Ì. Â. Îñòðîãðàäñêîãî

Åù¼ îäèí ìåòîä, èñïîëüçóåìûé ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïðàâèëü-

íîé íåñîêðàòèìîé ðàöèîíàëüíîé äðîáè
P (x)

Q(x)
, íîñèò íàçâàíèå

ìåòîäà Îñòðîãðàäñêîãî. Ñóòü ýòîãî ìåòîäà ñîñòîèò â âûäåëå-
íèè ðàöèîíàëüíîé ÷àñòè ïåðâîîáðàçíîé.1

Ïóñòü ìíîãî÷ëåí Q(x), ðàñïîëîæåííûé â çíàìåíàòåëå èíòå-
ãðèðóåìîé äðîáè, èìååò êðàòíûå êîðíè, âêëþ÷àÿ è êîìïëåêñ-
íûå (÷åì âûøå êðàòíîñòü êîðíåé, òåì ýôôåêòèâíåå, âîîáùå ãî-
âîðÿ, îêàçûâàåòñÿ äàííûé ìåòîä â ñðàâíåíèè ñ ìåòîäîì íåîïðå-
äåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ). Ðàçëîæèì ýòîò ìíîãî÷ëåí Q(x) íà
ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíûõ è êâàäðàòè÷íûõ ñîìíîæèòåëåé. Ñîñòà-
âèì ìíîãî÷ëåí Q2(x) òàê, ÷òîáû êàæäûé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà
Q(x) ÿâëÿëñÿ áû êîðíåì ìíîãî÷ëåíà Q2(x), íî âõîäèë áû â
ýòîò ìíîãî÷ëåí ñ êðàòíîñòüþ 1. Äðóãèõ êîðíåé ó ìíîãî÷ëå-
íà Q2(x), îòëè÷íûõ îò êîðíåé ìíîãî÷ëåíà Q(x), íåò. Îïðåäå-
ëèì òåïåðü ìíîãî÷ëåí Q1(x) òàê, ÷òîáû Q1(x) · Q2(x) = Q(x).
Òî åñòü êàæäûé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà Q(x), åñëè ïåðâîíà÷àëüíî

1Îñòðîãðàäñêèé Ìèõàèë Âàñèëüåâè÷ (1801� 1861) � ðóññêèé ìàòåìà-
òèê, ÷ëåí Ïåòåðáóðãñêîé ÀÍ, îäèí èç îñíîâàòåëåé Ïåòåðáóðãñêîé ìàòåìà-
òè÷åñêîé øêîëû. Îñíîâíûå òðóäû îòíîñÿòñÿ ê ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó,
òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêå, ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå.
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îí èìåë êðàòíîñòü n (n ∈ N), âîéä¼ò ñ êðàòíîñòüþ, ðàâíîé
1, â ìíîãî÷ëåí Q2(x), è ñ îñòàâøåéñÿ ïîñëå ýòîãî êðàòíîñòüþ
(n − 1) â ìíîãî÷ëåí Q1(x). Â ÷àñòíîñòè, âñå ïðîñòûå (êðàòíî-
ñòè 1) êîðíè ìíîãî÷ëåíà Q(x) áóäóò êîðíÿìè Q2(x) è íå áóäóò
êîðíÿìè Q1(x). Äàëåå, ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå åù¼ äâà ìíîãî-
÷ëåíà P1(x) è P2(x), çàïèñàâ èõ â îáùåì âèäå ñ íåîïðåäåë¼í-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè, ïðè÷¼ì èõ ñòåïåíè íà åäèíèöó ìåíü-
øå ñîîòâåòñòâåííî ñòåïåíåé ìíîãî÷ëåíîâ Q1(x) è Q2(x). Òîãäà
ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Îñòðîãðàäñêîãî∫

P (x)

Q(x)
dx =

P1(x)

Q1(x)
+

∫
P2(x)

Q2(x)
dx. (1)

×òîáû ñ å¼ ïîìîùüþ âû÷èñëèòü èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè, íåîá-
õîäèìî âíà÷àëå ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ïî x ýòî ðàâåíñòâî

P (x)

Q(x)
=

(
P1(x)

Q1(x)

)′
+
P2(x)

Q2(x)
, (2)

è çàòåì, ïðèâåäÿ äðîáè â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ê îáùåìó
çíàìåíàòåëþ, íàéòè íåîïðåäåë¼ííûå êîýôôèöèåíòû ìåòîäîì ñ
àíàëîãè÷íûì íàçâàíèåì è çàêîí÷èòü èíòåãðèðîâàíèå ïî ôîð-
ìóëå (1). Îáðàòèìñÿ ê ïðèìåðó.

Ïðèìåð 98. [6, � 1891] Âû÷èñëèòü
∫ xdx

(x− 1)2(x+ 1)3
.

Ðåøåíèå. Ïîä çíàêîì èíòåãðàëà âèäèì ïðàâèëüíóþ äðîáü,
çíàìåíàòåëü êîòîðîé Q(x) = (x − 1)2(x + 1)3. Íàõîäèì, ÷òî

Q2(x) = (x − 1)(x + 1) è òîãäà Q1(x) =
Q(x)

Q2(x)
= (x − 1)(x + 1)2.

Òàê êàê ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà Q1(x) ðàâíà 3, òî P1(x) � êâàäðàòíûé
òð¼õ÷ëåí, çàïèñàííûé â îáùåì âèäå: P1(x) = ax2 + bx+ c. Àíàëîãè÷-
íî, ïîñêîëüêó ñòåïåíü Q2(x) ðàâíà 2, òî P2(x) � ìíîãî÷ëåí ïåðâîé
ñòåïåíè P2(x) = δx+ e. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì ïÿòü íåîïðåäåë¼ííûõ
êîýôôèöèåíòîâ a, b, c, δ, e. Ôîðìóëà Îñòðîãðàäñêîãî ïðèìåò âèä∫

xdx

(x− 1)2(x+ 1)3
=

ax2 + bx+ c

(x− 1)(x+ 1)2
+

∫
δx+ e

(x− 1)(x+ 1)
dx.

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïî x, ïîëó÷èì

x

(x− 1)2(x+ 1)3
=

(
ax2 + bx+ c

(x− 1)(x+ 1)2

)′
+

δx+ e

(x− 1)(x+ 1)
=

229



=
(2ax+ b)(x− 1)(x+ 1)2 − (ax2 + bx+ c)((x+ 1)2 + 2(x− 1)(x+ 1))

(x− 1)2(x+ 1)4

+
δx+ e

(x− 1)(x+ 1)
. Ñîêðàòèâ ïåðâóþ èç äðîáåé â ïðàâîé ÷àñòè íà (x+1)

è ïðèâåäÿ âñå äðîáè ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ, ïîëó÷èì:

x

(x− 1)2(x+ 1)3
=

=
(2ax+ b)(x− 1)(x+ 1)− (ax2 + bx+ c)(3x− 1) + 2+

(x− 1)2(x+ 1)3

+(δx+ e)(x− 1)(x+ 1)2

(x− 1)2(x+ 1)3
.

Èòàê, ïðè âñåõ x 6= ±1 äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äàííîå òîæäåñòâî. Òàê
êàê çíàìåíàòåëè äðîáåé ñëåâà è ñïðàâà ðàâíû, òî äîëæíû áûòü òîæ-
äåñòâåííî ðàâíû ìíîãî÷ëåíû, íàõîäÿùèåñÿ â ÷èñëèòåëÿõ:

x ≡ (2ax+ b)(x2 − 1)− (ax2 + bx+ c)(3x− 1) + (δx+ e)(x2 − 1)(x+ 1).

Íàéä¼ì êîýôôèöèåíòû a, b, c, δ, e ìåòîäîì íåîïðåäåë¼ííûõ êîýôôè-
öèåíòîâ (ñíÿâ âðåìåííî îãðàíè÷åíèÿ x 6= ±1). Ïðèðàâíÿåì êîýôôè-
öèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ x ñëåâà è ñïðàâà:

x4 : 0 = δ

x3 : 0 = −a+ δ + e

x2 : 0 = −2b+ a+ e− δ
x1 : 1 = −2a− 3c+ b− e− δ
x0 : 0 = −b+ c− e

Ðåøàÿ ñèñòåìó ïÿòè óðàâíåíèé ñ ïÿòüþ íåèçâåñòíûìè, íàõîäèì

a = b = e = −1

8
, c = −1

4
, δ = 0.

Ïîäñòàâèì çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ â ôîðìóëó Îñòðîãðàäñêîãî:∫
xdx

(x− 1)2(x+ 1)3
= − x2 + x+ 2

8(x− 1)(x+ 1)2
− 1

8

∫
dx

(x− 1)(x+ 1)
.

Îñòàëîñü âû÷èñëèòü èíòåãðàë∫
dx

(x− 1)(x+ 1)
=

1

2

∫
(1 + x)− (x− 1)

(x− 1)(x+ 1)
dx =

=
1

2

∫ (
1

x− 1
− 1

x+ 1

)
dx =

1

2
ln |x− 1| − ln |x+ 1|+ C.
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Èòàê, îêîí÷àòåëüíî èìååì (x 6= ±1):∫
xdx

(x− 1)2(x+ 1)3
= − x2 + x+ 2

8(x− 1)(x+ 1)2
− 1

16
ln

∣∣∣∣x− 1

x+ 1

∣∣∣∣+ C. �

9.4 Çàäà÷è

Èñïîëüçóÿ ïîäõîäÿùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñâåñòè ê òàáëè÷-

íûì ñëåäóþùèå èíòåãðàëû îò ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé:

�273.
∫ dx

3− 5x
;

�274.
∫ x2dx

(x+ 2)100
;

�275.
∫ dx

x3(x− 1)6
;

�276.
∫ dx

x4 − 1
;

�277.
∫ x3 + 3x2 + 5x+ 7

x2 + 2
dx;

�278.
∫ dx

x(1− x3)2
;

�279.
∫ dx

x3(x2 − 2)
;

�280.
∫ dx

(x+ 2)2(x− 3)2
.

Ðàñêëàäûâàÿ â ñóììó ïðîñòåéøèõ äðîáåé è èñïîëüçóÿ

ìåòîä íåîïðåäåë¼ííûõ êîýôôèöèåíòîâ, âû÷èñëèòü èíòåãðà-

ëû:

�281. [6, � 1867]
∫ xdx

(x+ 1)(x+ 2)(x+ 3)
;

�282. [6, � 1877]
∫ dx

(x+ 1)(x2 + 1)
;

�283. [6, � 1881]
∫ dx

x3 + 1
;

�284.
∫ 3x2 − x+ 2

(x2 + 1)2(x− 1)
dx.
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Èñïîëüçóÿ ìåòîä Îñòðîãðàäñêîãî, âû÷èñëèòü èíòåãðàëû:

�285. [6, � 1892]
∫ dx

(x3 + 1)2
;

�286.
∫ dx

x4 + 2x3 + 3x2 + 2x+ 1
.

Ïðèìåíÿÿ ðàçíûå ïðè¼ìû, âû÷èñëèòü èíòåãðàëû:

�287. [6, � 1870]
∫ x4dx

x4 + 5x2 + 4
;

�288. [6, � 1882]
∫ xdx

x3 − 1
;

�289. [6, � 1886]
∫ dx

x6 + 1
;

�290. [6, � 1903]
∫ x3dx

(x− 1)100
;

�291. [6, � 1908]
∫ x4dx

(x10 − 10)2
;

�292. [6, � 1909]
∫ x11dx

x8 + 3x4 + 2
;

�293. [6, � 1913]
∫ dx

x(x10 + 2)
.
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9.5 Îòâåòû è ðåøåíèÿ

273. Èìååì∫
dx

3− 5x
=

∫ −1
5d(−5x)

3− 5x
= −1

5

∫
d(3− 5x)

3− 5x
= −1

5
ln |3−5x|+C.

274. Âûïîëíèì ïîäñòàíîâêó t = x+ 2, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé
ñòåïåíü ñóììû îêàçûâàåòñÿ íå â çíàìåíàòåëå, à â ÷èñëèòåëå
äðîáè, ÷òî óäîáíåå äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà:∫

(t− 2)2dt

t100
=

∫
t2 − 4t+ 4

t100
dt =

∫ (
t−98 − 4t−99 + 4t−100

)
dt =

= − t
−97

97
+ 4 · t

−98

98
− 4 · t

−99

99
+ C =

= − 1

97(x+ 2)97
+

2

49(x+ 2)98
− 4

99(x+ 2)99
+ C.

275. Ïðèâåä¼ì èíòåãðàë ê âèäó
∫ dx

x9
(
x−1
x

)6 è ïîëîæèì

t =
x− 1

x
, òîãäà èìååì∫

(1− t)7

t6
dt =

∫
1− 7t+ 21t2 − 35t3 + 35t4 − 21t5 + 7t6 − t7

t6
dt

= − 1

5t5
+

7

4t4
− 7

t3
+

35

2t2
− 35

t
− 21 ln |t|+ 7t− t2

2
+ C,

ãäå t =
x− 1

x
(x 6= 0; 1).

276. Òàê êàê

1

x4 − 1
=

(x2 + 1)− (x2 − 1)

2(x2 − 1)(x2 + 1)
=

1

2(x2 − 1)
− 1

2(x2 + 1)
,

òî èìååì
∫ dx

x4 − 1
=

1

4
ln

∣∣∣∣x− 1

x+ 1

∣∣∣∣− 1

2
arctg x+ C.

277. Âûäåëèì öåëóþ ÷àñòü íåïðàâèëüíîé ðàöèîíàëüíîé
äðîáè:

x3 + 3x2 + 5x+ 7

x2 + 2
= x+ 3 +

3x+ 1

x2 + 2
.
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Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå ïðåäñòàâëåíèå ïîä çíàê èíòåãðàëà, âû-
÷èñëÿåì èíòåãðàë:∫

x3 + 3x2 + 5x+ 7

x2 + 2
dx =

∫
(x+ 3)dx+

∫
3x+ 1

x2 + 2
dx =

=
x2

2
+ 3x+

3

2

∫
2xdx

x2 + 2
+

∫
dx

x2 + 2

=
x2

2
+ 3x+

3

2
ln(x2 + 2) +

1√
2

arctg
x√
2

+ C.

278. Èìååì∫
dx

x(1− x3)2
=

∫
x2dx

x3(1− x3)2
=

1

3

∫
d(x3)

x3(1− x3)2
=

=
1

3

∫
du

u(1− u)2
=

1

3

∫
1

1− u

(
1

u
+

1

1− u

)
du =

=
1

3

∫
du

(1− u)2
+

1

3

∫ (
1

u
+

1

1− u

)
du = − 1

3(1− u)
+

1

3
ln

∣∣∣∣ u

1− u

∣∣∣∣+ C =
1

3(x3 − 1)
+

1

3
ln

∣∣∣∣ x3

1− x3

∣∣∣∣+ C (x 6= 0; 1).

279. Ïðè x 6= 0;±
√

2 èìååì:∫
dx

x3(x2 − 2)
=

1

2

∫
dx2

x4(x2 − 2)
=

1

2

∫
du

u2(u− 2)
=

= −1

4

∫
(u− 2)− u
u2(u− 2)

du = −1

4

∫
du

u2
+

1

4

∫
du

u(u− 2)
=

1

4u
+

1

8
ln

∣∣∣∣u− 2

u

∣∣∣∣+ C =
1

4x2
+

1

8
ln

∣∣∣∣x2 − 2

x2

∣∣∣∣+ C.

280. Ïðè x 6= −2; 3 èìååì:∫
dx

(x+ 2)2(x− 3)2
=

∫ (
1

5

(
1

x− 3
− 1

x+ 2

))2

dx =

=
1

25

∫
dx

(x− 3)2
+

1

25

∫
dx

(x+ 2)2
− 2

25

∫
dx

(x− 3)(x+ 2)
=
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= − 1

25(x− 3)
− 1

25(x+ 2)
− 2

125

∫ (
1

x− 3
− 1

x+ 2

)
dx =

= − 1

25(x− 3)
− 1

25(x+ 2)
− 2

125
ln |x− 3|+ 2

125
ln |x+ 2|+ C.

281. Ïðè x 6= −1;−2;−3 èìååì:∫
xdx

(x+ 1)(x+ 2)(x+ 3)
=

∫ (
A

x+ 1
+

B

x+ 2
+

C

x+ 3

)
dx.

Ïðèâîäÿ äðîáè â ïðàâîé ÷àñòè ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ è ïðè-
ðàâíèâàÿ ÷èñëèòåëè, ïðèõîäèì ê òîæäåñòâó

x ≡ (A+B + C)x2 + (5A+ 4B + 3C)x+ (6A+ 3B + 2C).

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ x â
ìíîãî÷ëåíàõ ñïðàâà è ñëåâà, ïîëó÷àåì

x2 : 0 = A+B + C,

x1 : 1 = 5A+ 4B + 3C,

x0 : 0 = 6A+ 3B + 2C.

Ðåøàÿ ñèñòåìó, íàõîäèì A = −1

2
, B = 2, C = −3

2
, òîãäà ïðè-

õîäèì ê èíòåãðàëó∫ ( −1
2

x+ 1
+

2

x+ 2
+
−3

2

x+ 3

)
dx =

= −1

2
ln |x+ 1|+ 2 ln |x+ 2| − 3

2
ln |x+ 3|+ C.

282. Ïðè x 6= −1 èìååì:

1

(x+ 1)(x2 + 1)
=

A

x+ 1
+

Bx+ C

x2 + x+ 1
,

îòêóäà ìåòîäîì íåîïðåäåë¼ííûõ êîýôôèöèåíòîâ íàõîäèì

A = C =
1

2
, B = −1

2
,

ïîýòîìó∫
dx

(x+ 1)(x2 + 1)
=

1

2

∫
dx

x+ 1
+

1

2

∫
−x+ 1

x2 + 1
dx =
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=
1

2
arctg x+

1

4
ln

(x+ 1)2

x2 + 1
+ C.

283. Èìååì∫
dx

x3 + 1
=

∫ (
A

x+ 1
+

Bx+ C

x2 − x+ 1

)
dx.

Íåîïðåäåë¼ííûå êîýôôèöèåíòû íàõîäèì èç òîæäåñòâà

1 ≡ (A+B)x2 + (−A+B + C)x+A+ C,

ïîëó÷èâ A = −B =
1

3
, C =

2

3
. Ïîäñòàâëÿÿ â èíòåãðàë, íàõîäèì

1

3

∫
dx

x+ 1
−1

3

∫
x− 2

x2 − x+ 1
dx =

1

3
ln |x+1|−1

3

∫
(x− 1

2)− 3
2

(x− 1
2)2 + 3

4

dx

=
1

3
ln |x+ 1| − 1

3

(
1

2

∫
d((x− 1

2)2 + 3
4)

(x− 1
2)2 + 3

4

− 3

2

∫
d(x− 1

2)

(x− 1
2)2 + 3

4

)
=

=
1

3
ln |x+ 1| − 1

6
ln |x2 − x+ 1|+ 1√

3
arctg

2x− 1√
3

+ C =

=
1

6
· ln (x+ 1)2

x2 − x+ 1
+

1√
3
· arctg

2x− 1√
3

+ C.

284. Ðàçëîæåíèå ïîäûíòåãðàëüíîé äðîáè èùåì â âèäå

3x2 − x+ 2

(x2 + 1)2(x− 1)
=

A

x− 1
+
Bx+ C

x2 + 1
+

Dx+ E

(x2 + 1)2
.

Êîýôôèöèåíòû A,B,C,D,E îïðåäåëèì, èñõîäÿ èç òîæäåñòâà

3x2−x+2 = A(x2+1)2+(Bx+C)(x−1)(x2+1)+(Dx+E)(x−1).

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ x , ïðè-
õîäèì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé

A+B = 0,

−B + C = 0,

2A− C +D +B = 3,

C −B + E −D = −1,

A− C − E = 2.
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Ïîëàãàÿ x = 1, íàõîäèì A = 1. Ðåøàÿ ñèñòåìó ñ ó÷¼òîì A = 1,
îïðåäåëÿåì îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû: B = C = −1, D = 1,
E = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,∫

3x2 − x+ 2

(x2 + 1)2(x− 1)
dx =

∫
dx

x− 1
−
∫

x+ 1

x2 + 1
dx+

∫
xdx

(x2 + 1)2
=

= ln |x− 1| − 1

2
ln(x2 + 1)− arctg x− 1

2(x2 + 1)
+ C (x 6= 1).

285. Ñîãëàñíî ôîðìóëå Îñòðîãðàäñêîãî,∫
dx

(x3 + 1)2
=
Ax2 +Bx+ C

x3 + 1
+D

∫
dx

x+ 1
+

∫
Ex+ F

x2 − x+ 1
dx.

Äèôôåðåíöèðóÿ è ïðèâîäÿ ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ, ïîëó÷àåì
òîæäåñòâî

1 ≡ −Ax4−2Bx3−3Cx2 +2Ax+B+D(x5−x4 +x3 +x2−x+1)+

+(Ex+ F )(x4 + x3 + x+ 1),

îòêóäà x5 : 0 = D + E,

x4 : 0 = −A−D + E + F ,

x3 : 0 = −2B +D + F ,

x2 : 0 = −3C +D + E,

x1 : 0 = 2A−D + E + F ,

x0 : 1 = B +D + F .

Ðåøàÿ ñèñòåìó, íàõîäèì A = C = 0, B =
1

3
, D = −E =

2

9
,

F =
4

9
. Èòàê,∫
dx

(x3 + 1)2
=

x

3(x3 + 1)
+

2

9
ln |x+ 1| − 2

9

∫
x− 2

x2 − x+ 1
dx

=
x

3(x3 + 1)
+

1

9
ln

(x+ 1)2

x2 − x+ 1
+

2

3
√

3
arctg

2x− 1√
3

+C (x 6= −1).

286. Ïîñêîëüêó x4 + 2x3 + 3x2 + 2x + 1 = (x2 + x + 1)2, òî
ðàçëîæåíèå, ñîãëàñíî ôîðìóëå Îñòðîãðàäñêîãî, èùåì â âèäå∫

dx

x4 + 2x3 + 3x2 + 2x+ 1
=

Ax+B

x2 + x+ 1
+

∫
Cx+D

x2 + x+ 1
dx,
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îòêóäà, äèôôåðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî è ïðèâîäÿ äðîáè ê îáùåìó
çíàìåíàòåëþ, ïîëó÷àåì òîæäåñòâî

1 ≡ A(x2+x+1)−(Ax+B)(2x+1)+(x2+x+1)(Cx+D), à çíà÷èò

x3 : 0 = C,

x2 : 0 = −A+D + C,

x1 : 0 = D − 2B + C,

x0 : 1 = A−B +D.

Îòñþäà íàõîäèì A = D =
2

3
, B =

1

3
, C = 0 è, ïîäñòàâëÿÿ â

ôîðìóëó Îñòðîãðàäñêîãî, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì∫
dx

x4 + 2x3 + 3x2 + 2x+ 1
=

2x+ 1

3(x2 + x+ 1)
+

2

3

∫
dx

x2 + x+ 1
=

=
2x+ 1

3(x2 + x+ 1)
+

4

3
√

3
arctg

2x+ 1√
3

+ C.

287. Âûäåëÿÿ öåëóþ ÷àñòü, ïîëó÷àåì∫
x4dx

x4 + 5x2 + 4
=

∫
dx−

∫
5x2 + 4

x4 + 5x2 + 4
dx =

(òàê êàê x4 + 5x2 + 4 = (x2 + 1)(x2 + 4), ïîëîæèì t = x2 è
ïîëó÷èì)

5t+ 4

(t+ 1)(t+ 4)
=

A

t+ 1
+

B

t+ 4
,

îòêóäà íàõîäèì A = −1

3
, B =

16

3
. Ïîýòîìó∫

5x2 + 4dx

(x2 + 1)(x2 + 4)
dx = −1

3

∫
dx

x2 + 1
+

16

3

∫
dx

x2 + 4
=

= −1

3
arctg x+

8

3
arctg

x

2
+ C.

Îòâåò: x+
1

3
arctg x− 8

3
arctg

x

2
+ C.

288. Èìååì∫
xdx

x3 − 1
=

∫
xdx

(x− 1)(x2 + x+ 1)
.
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Ðàçëîæèì íà ýëåìåíòàðíûå äðîáè:

x

x3 − 1
=

A

x− 1
+

Bx+ C

x2 + x+ 1
,

îòêóäà íàõîäèì A = −B = C =
1

3
, òîãäà

∫
xdx

x3 − 1
=

1

3

∫
dx

x− 1
+

∫ −1
3x+ 1

3

x2 + x+ 1
dx =

=
1

3
ln |x− 1| − 1

3

∫
(x+ 1

2) + 1
2

(x+ 1
2)2 + 3

4

=

=
1

6
ln

(x− 1)2

x2 + x+ 1
+

1√
3

arctg
2x+ 1√

3
+ C.

289. Ïðåîáðàçóåì ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ:

dx

x6 + 1
=

(x4 + 1) + (1− x4)

2(x6 + 1)
=

x4 + 1

2(x6 + 1)
+

1− x4

2(x6 + 1)
=

=
(x4 − x2 + 1) + x2

2(x2 + 1)(x4 − x2 + 1)
+

(1− x2)(1 + x2)

2(x2 + 1)(x4 − x2 + 1)
=

=
1

2(x2 + 1)
+

x2

2(x6 + 1)
− x2 − 1

2(x4 − x2 + 1)
.

Ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ èíòåãðèðóþòñÿ ëåãêî, ïîýòîìó íàéä¼ì
ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå äðîáè òîëüêî ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî.
Ïîñêîëüêó x4 − x2 + 1 = (x4 + 2x2 + 1)− 3x2, òî ïîëó÷àåì:

1− x2

2(x4 − x2 + 1)
=

1− x2

2(x2 +
√

3x+ 1)(x2 −
√

3x+ 1)
=

=
Ax+B

x2 +
√

3x+ 1
+

Cx+D

x2 −
√

3x+ 1
,

−x
2

2
+

1

2
≡ (Ax+B)(x2 −

√
3x+ 1) + (Cx+D)(x2 +

√
3x+ 1)

îòêóäà ìåòîäîì íåîïðåäåë¼ííûõ êîýôôèöèåíòîâ ïðèõîäèì ê
ñèñòåìå:
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x3 : 0 = A+ C,

x2 : −1
2 = −

√
3A+B +

√
3C +D,

x1 : 0 = A−
√

3B + C +
√

3D,

x0 : 1
2 = B +D.

Îòñþäà A = −C =
1

2
√

3
, B = D =

1

4
, ïîýòîìó

dx

x6 + 1
=

1

2(x2 + 1)
+

x2

2(x6 + 1)
+

1

2
√

3
·

x+
√

3
2

x2 +
√

3x+ 1
−

− 1

2
√

3
·

x−
√

3
2

x2 −
√

3x+ 1
.

Èíòåãðèðóÿ ýòî ðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì∫
dx

x6 + 1
=

1

2
arctg x+

1

6
arctg x3 +

1

4
√

3
ln
x2 +

√
3x+ 1

x2 −
√

3x+ 1
+ C.

290. 1-é ñïîñîá. Ïîëîæèì t = x− 1, òîãäà ïðèõîäèì ê ïðî-

ñòîìó èíòåãðàëó
∫ (t+ 1)3 dt

t100
.

2-é ñïîñîá. Ðàñêëàäûâàÿ ïî ôîðìóëå Òåéëîðà ôóíêöèþ x3

ïî öåëûì íåîòðèöàòåëüíûì ñòåïåíÿì (x− 1), ïîëó÷àåì

x3 = 1 + 3(x− 1) + 3(x− 1)2 + (x− 1)3.

Ïîýòîìó ïðè x 6= 1 èìååì∫
x3dx

(x− 1)100
=

∫
(1 + 3(x− 1) + 3(x− 1)2 + (x− 1)3)dx

(x− 1)100
=

=

∫
dx

(x− 1)100
+ 3

∫
dx

(x− 1)99
+ 3

∫
dx

(x− 1)98
+

∫
dx

(x− 1)97
=

= − 1

99(x− 1)99
− 3

98(x− 1)98
− 3

97(x− 1)97
− 1

96(x− 1)96
+ C.

291. Ñäåëàåì ïîäñòàíîâêó t = x5, òîãäà 5x4dx = dt è, ïåðå-
õîäÿ ïîä çíàêîì èíòåãðàëà ê íîâîé ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâà-
íèÿ, ïîëó÷àåì ∫

x4dx

(x10 − 10)2
=

1

5

∫
dt

(t2 − 10)2
.
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Äàëåå âîçìîæíû ðàçíûå ñïîñîáû ðåøåíèÿ.

1-é ñïîñîá (ðàçëîæåíèå íà ïðîñòåéøèå äðîáè). Ïåðåïèøåì
èíòåãðàë â âèäå

1

5

∫
dt

(t2 − 10)2
=

1

5

∫
dt

(t−
√

10)2(t+
√

10)2
.

Ïðåäñòàâèì ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ â âèäå ñóììû ýëåìåí-
òàðíûõ äðîáåé:

1

(t−
√

10)2(t+
√

10)2
≡ A

t−
√

10
+

B

(t−
√

10)2
+

C

t+
√

10
+

D

(t+
√

10)2
.

Ïðèâîäÿ ñïðàâà äðîáè ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ, ïðèðàâíèâàåì
ìíîãî÷ëåíû, ðàñïîëîæåííûå ñëåâà è ñïðàâà â ÷èñëèòåëÿõ:

1 ≡ A(t−
√

10)(t+
√

10)2 +B(t+
√

10)2 +C(t−
√

10)2(t+
√

10)+

+D(t−
√

10)2.

Ïðè t =
√

10 ïîëó÷àåì 1 = 40B ⇒ B =
1

40
,

ïðè t = −
√

10 ïîëó÷àåì 1 = 40D ⇒ D =
1

40
,

ïðèðàâíèâàÿ, äîïîëíèòåëüíî, êîýôôèöèåíòû ïðè t3 è t0, ïîëó-
÷àåì:

t3 : 0 = A+ C,

t0 : 1 = −10
√

10A+ 10B + 10
√

10C + 10D,

ò. å. C =
1

40
√

10
, A = − 1

40
√

10
.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå ðàçëîæåíèå â èíòåãðàë, íàõîäèì

1

5

∫
dt

(t−
√

10)2(t+
√

10)2
= − 1

200
√

10

∫
d(t−

√
10)

t−
√

10
+

1

200

∫
d(t−

√
10)

(t−
√

10)2
+

1

200
√

10

∫
d(t+

√
10)

t+
√

10
+

1

200

∫
d(t+

√
10)

(t+
√

10)2
=

=
1

200
√

10
ln

∣∣∣∣∣ t+
√

10

t−
√

10

∣∣∣∣∣− 1

200(t−
√

10)
− 1

200(t+
√

10)
+ C =
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= − 1

100

(
x5

x10 − 10
+

1

2
√

10
ln

∣∣∣∣∣x5 −
√

10

x5 +
√

10

∣∣∣∣∣
)

+ C (x 6= ± 10
√

10).

2-é ñïîñîá (ìåòîä Îñòðîãðàäñêîãî). Èìååì∫
dt

(t2 − 10)2
=

at+ b

t2 − 10
+

∫
ct+ d

t2 − 10
dt.

Äèôôåðåíöèðóÿ è ïðèìåíÿÿ ìåòîä íåîïðåäåë¼ííûõ êîýôôè-
öèåíòîâ, íàõîäèì a = d = − 1

20
,

b = c = 0.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì∫
dt

(t2 − 10)2
= − 1

20
· t

t2 − 10
− 1

20

∫
dt

t2 − 10
è ò. ä.

3-é ñïîñîá (ìåòîä àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé). Ïåðåïè-
øåì èíòåãðàë â âèäå∫

dt

(t2 − 10)2
=

1

40

∫
((t+

√
10)− (t−

√
10))2

(t−
√

10)2(t+
√

10)2
=

=
1

40

∫ (
1

(t−
√

10)2
− 2

t2 − 10
+

1

(t+
√

10)2

)
dt è ò. ä.

292. Ïîëîæèì t = x4, òîãäà 4x3dx = dt è ïîëó÷àåì∫
x11dx

x8 + 3x4 + 2
=

1

4

∫
t2dt

t2 + 3t+ 2
=

1

4

∫
dt−1

4

∫
3t+ 2

t2 + 3t+ 2
dt =

=
t

4
− 1

4

∫
3(t+ 3

2)− 5
2

(t+ 3
2)2 − 5

2

dt = ... =
x4

4
+

1

4
ln

x4 + 1

(x4 + 2)4
+ C.

293. Èìååì ïðè x 6= 0:∫
dx

x(x10 + 2)
=

∫
x9dx

x10(x10 + 2)
=

1

10

∫
d(x10)

x10(x10 + 2)
=
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(ïîëîæèì t = x10)

=
1

10

∫
dt

t(t+ 2)
=

1

10

∫ (
A

t
+

B

t+ 2

)
dt =

1

10

∫ ( 1
2

t
+
−1

2

t+ 2

)
dt

=
1

20

∫ (
1

t
− 1

t+ 2

)
dt =

1

20
ln

∣∣∣∣ t

t+ 2

∣∣∣∣+C =
1

20
ln

∣∣∣∣ x10

x10 + 2

∣∣∣∣+C.
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10 ÑÅÌÈÍÀÐ: Èíòåãðèðîâàíèå èððàöèî-

íàëüíîñòåé

¾Êîãäà æèçíü ýêçàìåíóåò, ïåðâûìè ñäàþò íåðâû¿.

Ñòóäåí÷åñêèé àíåêäîò.

Äîìàøíåå çàäàíèå (èç ýòîé êíèãè):
292, 293, 295, 297�301, 304�310.

Îñíîâíîé ïîäõîä ïðè èíòåãðèðîâàíèè ôóíêöèé, ñîäåðæà-
ùèõ ïåðåìåííóþ ïîä çíàêîì ðàäèêàëà, ñîñòîèò â ïîäáîðå ðà-
öèîíàëèçèðóþùèõ ïîäñòàíîâîê, ò. å. òàêèõ ïîäñòàíîâîê, êîòî-
ðûå ïðèâîäÿò ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ê ðàöèîíàëüíîìó
âèäó. Íàçîâ¼ì ýòîò ïîäõîä ìåòîäîì ðàöèîíàëèçàöèè ïîäûíòå-
ãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå èç íàèáîëåå èç-
âåñòíûõ êëàññîâ èíòåãðàëîâ îò èððàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé.

Îáðàòèìñÿ âíà÷àëå ê èíòåãðèðîâàíèþ àëãåáðàè÷åñêèõ èð-
ðàöèîíàëüíîñòåé.

10.1 Èíòåãðèðîâàíèå ëèíåéíûõ è äðîáíî-
ëèíåéíûõ èððàöèîíàëüíîñòåé

∫
R(x, n

√
ax+ b)dx,

∫
R

(
x, n
√
ax+ b

cx+ d

)
dx.

Çäåñü ïîä R(x, y) ïîíèìàåòñÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ äâóõ àð-
ãóìåíòîâ, ò. å. îòíîøåíèå äâóõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ

ñîîòâåòñòâåííî ñòåïåíåé n,m: R(x, y) =
Pn(x, y)

Qm(x, y)
. Ïðè ýòîì

ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè n ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè x è y íàçûâàåòñÿ
âûðàæåíèå âèäà

Pn(x, y) = an0x
n + a0ny

n + a(n−1)1x
n−1y + a1(n−1)xy

n−1 + ...

+a20x
2 + a11xy + a02y

2 + a10x+ a01y + a00 =
∑

0≤i+j≤n
aijx

iyj ,

i, j = 0, n, ãäå ñóììàðíàÿ ñòåïåíü i+j êàæäîãî îäíî÷ëåíà íåîò-
ðèöàòåëüíà è íå ïðåâûøàåò n, ïðè÷¼ì ñðåäè êîýôôèöèåíòîâ
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an0, a(n−1)1, a(n−2)2, ..., a0n åñòü õîòÿ áû îäèí, îòëè÷íûé îò íó-
ëÿ.

Äðîáíî-ëèíåéíîé èððàöèîíàëüíîñòüþ íàçîâ¼ì ôóíêöèþ âè-

äà R

(
x, n
√
ax+ b

cx+ d

)
, ãäå n ∈ N, n > 1, a, b, c, d ∈ R � ïîñòî-

ÿííûå, ad − bc 6= 0, c 6= 0. Â ñëó÷àå c = 0, a 6= 0 ïîëó÷èì,
â ÷àñòíîñòè, ëèíåéíóþ èððàöèîíàëüíîñòü R(x, n

√
Ax+B), ãäå

A =
a

d
, B =

b

d
. Ðàöèîíàëèçàöèÿ äðîáíî-ëèíåéíûõ èððàöèî-

íàëüíîñòåé R

(
x, n
√
ax+ b

cx+ d

)
îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîä-

ñòàíîâêè t = n

√
ax+ b

cx+ d
.

Èíòåãðàëû âèäà∫
R

(
x,

(
ax+ b

cx+ d

) p1
q1

,

(
ax+ b

cx+ d

) p2
q2

, ...,

(
ax+ b

cx+ d

) pk
qk

)
dx,

ãäå ðàöèîíàëüíûå ñòåïåíè pi
qi

(pi ∈ Z, qi ∈ N) � íåñîêðàòèìûå
äðîáè, íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàöèîíàëèçèðóþøåé ïîäñòàíîâêè

t = n

√
ax+ b

cx+ d
, ãäå n =ÍÎÊ(q1, q2, ..., qk).

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû.

Ïðèìåð 99.
∫ √x+ 9

x
dx.

Ðåøåíèå. Ïîä çíàêîì èíòåãðàëà èìååòñÿ ëèíåéíàÿ èððàöèîíàëü-
íîñòü

√
x+ 9, ïîýòîìó ïîëîæèì t =

√
x+ 9, òîãäà x = t2 − 9,

dx = 2tdt è, ïåðåõîäÿ ê íîâîé ïåðåìåííîé, ïîëó÷èì (x ≥ −9, x 6= 0)∫ √
x+ 9

x
dx = 2

∫
t2dt

t2 − 9
= 2

∫
(t2 − 9) + 9

t2 − 9
dt =

= 2

∫
dt+ 18

∫
dt

t2 − 9
= 2t+ 3 ln

∣∣∣∣ t− 3

t+ 3

∣∣∣∣+ C =

= 2
√
x+ 9 + 3 ln

∣∣∣∣√x+ 9− 3√
x+ 9 + 3

∣∣∣∣+ C. �
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Ïðèìåð 100.
∫ dx√

x(1 + 3
√
x)
.

Ðåøåíèå. Èìååì ÍÎÊ(2, 3) = 6, ïîýòîìó äëÿ ðàöèîíàëèçàöèè
ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè ïðèìåíèì ïîäñòàíîâêó t = 6

√
x, â ðåçóëü-

òàòå îñâîáîæäàÿñü îò îáîèõ ðàäèêàëîâ. Òîãäà x = t6, dx = 6t5dt,√
x = t3, 3

√
x = t2 è èíòåãðàë îò èððàöèîíàëüíîé ôóíêöèè îêàçûâà-

åòñÿ ñâåä¼ííûì ê èíòåãðàëó îò ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè:∫
dx√

x(1 + 3
√
x)

= 6

∫
t2dt

1 + t2
= 6

∫
(1 + t2)− 1

1 + t2
dt =

= 6

(∫
dt−

∫
dt

1 + t2

)
= 6(t− arctg t) + C =

= 6( 6
√
x− arctg 6

√
x) + C (x > 0). �

10.2 Èíòåãðèðîâàíèå êâàäðàòè÷íûõ èððàöèî-
íàëüíîñòåé∫

R(x,
√
ax2 + bx+ c)dx,

ãäå R � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ ñâîèõ àðãóìåíòîâ, a, b, c � íåêî-
òîðûå äåéñòâèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, a 6= 0.1 Îáðàòèìñÿ âíà÷àëå
ê íåêîòîðûì âàæíûì ÷àñòíûì êëàññàì òàêèõ èíòåãðàëîâ.

10.2.1 Âàæíûå ÷àñòíûå ñëó÷àè êâàäðàòè÷íûõ èððà-
öèîíàëüíîñòåé

1) Èíòåãðàëû âèäà
∫ √

ax2 + bx+ c dx.

Èíòåãðàëû óêàçàííîãî âèäà âûäåëåíèåì ïîëíîãî êâàäðàòà
ïîä çíàêîì ðàäèêàëà ïðèâîäÿòñÿ ê îäíîìó èç äâóõ òèïîâ èí-
òåãðàëîâ ∫ √

A2 − t2 dt èëè
∫ √

t2 +Adt.

1Ïðè ýòîì áóäåì äîïîëíèòåëüíî ñ÷èòàòü, ÷òî êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí
ax2 + bx+ c íå èìååò êðàòíîãî êîðíÿ, ò. å. íå ïðåäñòàâèì â âèäå a(x−x1)2,
èíà÷å êîðåíü èç ýòîãî âûðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì.
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Äåéñòâèòåëüíî, âûäåëèâ ïîëíûé êâàäðàò, ïîëó÷èì∫ √
ax2 + bx+ cdx =

∫ √
a

(
x+

b

2a

)2

− b2

4a
+ c dx.

Äàëåå, åñëè a > 0, òî ïîäñòàíîâêîé t = x+
b

2a
èíòåãðàë ïðèâî-

äèòñÿ ê âèäó
∫ √

t2 +A (ñ òî÷íîñòüþ äî êîýôôèöèåíòà); åñëè

æå a < 0 è c − b2

4a > 0 àíàëîãè÷íîé ïîäñòàíîâêîé ïîëó÷àåì
èíòåãðàë âèäà

∫ √
A2 − t2 dt. Âû÷èñëèì ýòè èíòåãðàëû.

Ïðèìåð 101.
∫ √

A2 − t2 dt (A > 0).

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëîæèì u =
√
A2 − t2, dv = dt, îòêóäà

du = − tdt√
A2 − t2

, v = t. Ñëåäîâàòåëüíî,

∫ √
A2 − t2 dt = t

√
A2 − t2 −

∫
−t2dt√
A2 − t2

=

= t
√
A2 − t2 −

∫
A2 − t2 −A2

√
A2 − t2

dt =

= t
√
A2 − t2 −

∫ √
A2 − t2dt+A2 arcsin

t

A
.

Âûðàæàÿ èç ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà èñêîìûé èíòåãðàë, íàõîäèì
îêîí÷àòåëüíî:∫ √

A2 − t2 dt =
t

2

√
A2 − t2 +

A2

2
arcsin

t

A
+ C (|t| ≤ A). �

Ïðèìåð 102.
∫ √

t2 +Adt (A 6= 0).

Ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì. Ïîëîæèì u =
√
t2 +A, dv = dt. Òîãäà

I =

∫ √
t2 +Adt = t

√
t2 +A−

∫
t2dt√
t2 +A

= t
√
t2 +A−

∫
t2 +A−A√

t2 +A
dt

= t
√
t2 +A+A ln |t+

√
t2 +A|+ I.

Îòêóäà íàõîäèì îêîí÷àòåëüíî, âûðàæàÿ I:

I =

∫ √
t2 +Adt =

t

2

√
t2 +A+

A

2
ln
∣∣∣t+

√
t2 +A

∣∣∣+C (t2+A ≥ 0). �
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Ðàññìîòðèì êîíêðåòíûå ïðèìåðû.

Ïðèìåð 103. Âû÷èñëèòü
∫ √

x2 + 8x+ 25 dx.

Ðåøåíèå. Âûäåëÿÿ ïîëíûé êâàäðàò, ïîëó÷èì∫ √
(x2 + 8x+ 16) + 9 dx =

=

∫ √
(x+ 4)2 + 9 dx =

∫ √
(x+ 4)2 + 9 d(x+ 4) =

=
x+ 4

2

√
x2 + 8x+ 25 +

9

2
ln
∣∣∣x+ 4 +

√
x2 + 8x+ 25

∣∣∣+ C. �

Ïðèìåð 104.
∫ √
−x2 + 2x+ 8 dx.

Ðåøåíèå. Âûäåëÿÿ ïîä ðàäèêàëîì ïîëíûé êâàäðàò, ïðè x ∈ [−2; 4]
èìååì∫ √

9− (x− 1)2 dx =
x− 1

2

√
−x2 + 2x+ 8 +

9

2
arcsin

x− 1

3
+ C. �

2) Èíòåãðàëû âèäà
∫

(Ax+B)
√
ax2 + bx+ c dx.

Èíòåãðàëû äàííîãî âèäà âû÷èñëÿþòñÿ âûäåëåíèåì â âûðà-
æåíèè Ax+B ïðîèçâîäíîé 2ax+b îò ïîäêîðåííîãî âûðàæåíèÿ
ñ ïîñëåäóþùèì ðàçáèåíèåì â ñóììó äâóõ òàáëè÷íûõ èíòåãðà-
ëîâ: ∫

(Ax+B)
√
ax2 + bx+ c dx =

=

∫ (
A

2a
(2ax+ b) +

(
B − Ab

2a

))√
ax2 + bx+ c dx =

=
A

2a

∫ √
ax2 + bx+ c d(ax2 + bx+ c)+

+

(
B − Ab

2a

)∫ √
ax2 + bx+ c dx =

=
A

3a

√
(ax2 + bx+ c)3 +

(
B − Ab

2a

)
· I,

ãäå èíòåãðàë I âû÷èñëÿëñÿ âûøå.
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Ïðèìåð 105. Íàéòè
∫

(2x+ 7)
√
x2 + x+ 1 dx.

Ðåøåíèå. Òàê êàê (x2 + x+ 1)′ = 2x+ 1, òî èìååì∫
((2x+ 1) + 6)

√
x2 + x+ 1 dx =

=

∫
(2x+ 1)

√
x2 + x+ 1 dx+ 6

∫ √
x2 + x+ 1 dx =

=

∫ √
x2 + x+ 1 d(x2 + x+ 1) + 6

∫ √(
x+

1

2

)2

+
3

4
dx =

=
2

3

√
(x2 + x+ 1)3+

+6

((
x

2
+

1

4

)√
x2 + x+ 1 +

3

8
ln

∣∣∣∣x+
1

2
+
√
x2 + x+ 1

∣∣∣∣)+ C =

=
2

3

√
(x2 + x+ 1)3 + 3

(
x+

1

2

)√
x2 + x+ 1+

+
9

4
ln

∣∣∣∣x+
1

2
+
√
x2 + x+ 1

∣∣∣∣+ C. �

3) Èíòåãðàëû âèäà
∫ dx√

ax2 + bx+ c
.

Èíòåãðàëû óêàçàííîãî âèäà ïóò¼ì âûäåëåíèÿ ïîëíîãî êâàä-
ðàòà èç êâàäðàòíîãî òð¼õ÷ëåíà ax2+bx+c ïîä çíàêîì ðàäèêàëà
ïðèâîäÿòñÿ ê òàáëè÷íûì èíòåãðàëàì∫

dt√
A2 − t2

= arcsin
t

A
+C èëè

∫
dt√
t2 +A

= ln
∣∣∣t+

√
t2 +A

∣∣∣+C.
Ïðèìåð 106. Íàéòè

∫ dx√
−3x2 + 4x− 1

.

Ðåøåíèå. Âûäåëÿÿ ïîëíûé êâàäðàò ïî ïåðåìåííîé x, ïðåîáðàçóåì
èíòåãðàë ê âèäó

1√
3

∫
d(x− 2

3 )√
1
9 −

(
x− 2

3

)2 =
1√
3

arcsin
x− 2

3
1
3

+ C =

=
1√
3

arcsin(3x− 2) + C, x ∈
(

1

3
; 1

)
. �
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Ïðèìåð 107. Íàéòè
∫ dx√

x2 + 2x+ 5
.

Ðåøåíèå. Âûäåëÿÿ ïîëíûé êâàäðàò ïî ïåðåìåííîé x, ïðåîáðàçóåì
êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí ê âèäó (x + 1)2 + 4. Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê
èíòåãðàëó∫

d(x+ 1)√
(x+ 1)2 + 4

= ln
∣∣∣x+ 1 +

√
x2 + 2x+ 5

∣∣∣+ C. �

4) Èíòåãðàëû âèäà
∫ Ax+B√

ax2 + bx+ c
dx.

Èíòåãðàëû óêàçàííîãî âèäà ÷àùå âñåãî âû÷èñëÿþòñÿ âûäå-
ëåíèåì â ÷èñëèòåëå äðîáè ïðîèçâîäíîé îò ïîäêîðåííîãî âûðà-
æåíèÿ:∫

Ax+B√
ax2 + bx+ c

dx =

∫ A
2a(2ax+ b) + (B − Ab

2a )
√
ax2 + bx+ c

dx =

=
A

2a

∫
d(ax2 + bx+ c)√
ax2 + bx+ c

+

(
B − Ab

2a

)∫
dx√

ax2 + bx+ c
è ò. ä.

Ïðèìåð 108. Íàéòè
∫ 5x− 3√

2x2 + 8x+ 1
dx.

Ðåøåíèå. Âûäåëèì â ÷èñëèòåëå ïðîèçâîäíóþ ïîäêîðåííîãî âûðà-
æåíèÿ:∫

5x− 3√
2x2 + 8x+ 1

dx =

∫ 5
4 (4x+ 8)− 13
√

2x2 + 8x+ 1
dx =

5

4

∫
d(2x2 + 8x+ 1)√

2x2 + 8x+ 1
−

−13

∫
dx√

2x2 + 8x+ 1
=

5

2

√
2x2 + 8x+ 1− 13√

2

∫
dx√

x2 + 4x+ 1
2

=

=
5

2

√
2x2 + 8x+ 1− 13√

2
ln

∣∣∣∣∣x+ 2 +

√
x2 + 4x+

1

2

∣∣∣∣∣+ C,

ãäå x ∈
[
−2−

√
14
2 ;−2 +

√
14
2

]
. �

Ïðèìåð 109. Íàéòè
∫ 3x+ 4√
−x2 + 6x− 8

dx.
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Ðåøåíèå. Âûäåëèì â ÷èñëèòåëå ïðîèçâîäíóþ ïîäêîðåííîãî âûðà-
æåíèÿ: ∫

3x+ 4√
−x2 + 6x− 8

dx =

∫ − 3
2 (−2x+ 6) + 13
√
−x2 + 6x− 8

dx =

= −3

2

∫
d(−x2 + 6x− 8)√
−x2 + 6x− 8

+ 13

∫
dx√

1− (x− 3)2
=

= −3
√
−x2 + 6x− 8 + 13 arcsin(x− 3) + C, x ∈ (2; 4). �

5) Èíòåãðàëû âèäà
∫ Pn(x)√

ax2 + bx+ c
dx.

Èíòåãðàëû äàííîãî âèäà, ãäå Pn(x) � àëãåáðàè÷åñêèé ìíî-
ãî÷ëåí n-é ñòåïåíè, íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà∫

Pn(x)dx√
ax2 + bx+ c

= Qn−1(x)
√
ax2 + bx+ c+λ

∫
dx√

ax2 + bx+ c
,

(1)
ãäå Qn−1(x) � ìíîãî÷ëåí (n− 1)-é ñòåïåíè ñ íåîïðåäåë¼ííûìè
êîýôôèöèåíòàìè, λ åù¼ îäèí íåîïðåäåë¼ííûé êîýôôèöèåíò.
Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî òîæäåñòâî è óìíîæàÿ íà

√
ax2 + bx+ c,

ïîëó÷èì ðàâåíñòâî äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ:

Pn(x) = Q′n−1(x)(ax2 + bx+ c) +
1

2
Qn−1(x)(2ax+ b) + λ,

èç êîòîðîãî ìåòîäîì íåîïðåäåë¼ííûõ êîýôôèöèåíòîâ ìîæíî
îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà Qn−1(x) è ÷èñëî λ.

Ïðèìåð 110. Íàéòè
∫ x3 − 2√

x2 + x+ 1
dx.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (1):∫
x3 − 2√
x2 + x+ 1

dx = (ax2 + bx+ c)
√
x2 + x+ 1 + λ

∫
dx√

x2 + x+ 1
.

Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî òîæäåñòâî, èìååì

x3 − 2√
x2 + x+ 1

= (2ax+ b)
√
x2 + x+ 1 +

(ax2 + bx+ c)(2x+ 1)

2
√
x2 + x+ 1

+
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+
λ√

x2 + x+ 1
,

îòêóäà, óìíîæàÿ íà 2
√
x2 + x+ 1, ïîëó÷èì

2(x3 − 2) = (4ax+ 2b)(x2 + x+ 1) + (ax2 + bx+ c)(2x+ 1) + 2λ.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ íåîïðåäåë¼ííûõ êîýôôèöèåíòîâ a, b, c è λ èìååì
ñèñòåìó óðàâíåíèé

x3 : 2 = 4a+ 2a,

x2 : 0 = 4a+ 2b+ a+ 2b,

x1 : 0 = 4a+ 2b+ b+ 2c,

x0 : −4 = 2b+ c+ 2λ,

îòêóäà îïðåäåëÿåì a =
1

3
, b = − 5

12
, c = − 1

24
, λ = −25

16
. Ñëåäîâà-

òåëüíî,∫
x3 − 2√
x2 + x+ 1

dx =

(
1

3
x2 − 5

12
x− 1

24

)√
x2 + x+ 1−

−25

16

∫
dx√(

x+ 1
2

)2
+ 3

4

=

(
1

3
x2 − 5

12
x− 1

24

)√
x2 + x+ 1−

−25

16
ln

∣∣∣∣x+
1

2
+
√
x2 + x+ 1

∣∣∣∣+ C. �

6) Èíòåãðàëû âèäà
∫ dx

(x− α)n
√
ax2 + bx+ c

(x ∈ N).

Èíòåãðàëû âèäà
∫ dx

(x− α)
√
ax2 + bx+ c

(n = 1) áåðóòñÿ ñ

ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè t =
1

x− α
. Â ðåçóëüòàòå îíè ïðèâî-

äÿòñÿ ê èíòåãðàëàì òèïà
∫ dt√

At2 +Bt+ C
. Èíòåãðàëû âèäà∫ dx

(x− α)n
√
ax2 + bx+ c

òàêæå âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ çà-

ìåíû t =
1

x− α
. Òîãäà x =

1

t
+ α, dx = −dt

t2
, ax2 + bx+

c =
(aα2 + bα+ c)t2 + (2aα+ b)t+ a

t2
è ïîëó÷àåì, ÷òî∫

dx

(x− α)n
√
ax2 + bx+ c

=
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= −
∫

tn−1dt√
(aα2 + bα+ c)t2 + (2aα+ b)t+ a

(ò. å. èíòåãðàë ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëó ïðåäûäóùåãî òèïà).

Ïðèìåð 111.
∫ dx

x ·
√

5x2 − 2x+ 1
.

Ðåøåíèå. Ïîëîæèì t =
1

x
, òîãäà x =

1

t
, dx = −dt

t2
è, ïîäñòàâëÿÿ

â èíòåãðàë, ïîëó÷èì (ïðè t > 0):∫
dx

x
√

5x2 − 2x+ 1
= −

∫ dt
t2

1
t

√
5
t2 −

2
t + 1

= −
∫

dt√
t2 − 2t+ 5

= − ln
∣∣∣t− 1 +

√
t2 − 2t+ 5

∣∣∣+ C =

= − ln

∣∣∣∣∣ 1x − 1 +

√
1

x2
− 2

x
+ 5

∣∣∣∣∣+ C (x > 0). �

7) Èíòåãðàëû âèäà
∫ dx

(x2 + a)n ·
√
bx2 + c

(n ∈ Z).

Èíòåãðàëû ýòîãî òèïà ïðè bc 6= 0 âû÷èñëÿþòñÿ ïîäñòàíîâ-

êîé t = (
√
bx2 + c)′ =

bx√
bx2 + c

. Òîãäà x2 =
ct2

b(b− t2)
, xdx =

ctdt

(t2 − b)2
è, óìíîæàÿ è äåëÿ ïîäûíòåãðàëüíóþ äðîáü íà bx2,

ïîëó÷èì∫
dx

(x2 + a)n
√
bx2 + c

=
1

b

∫
1

x2(x2 + a)n

(
bx√
bx2 + c

)
xdx =

=
1

b

∫
1

ct2

b(b−t2)

(
ct2

b(b−t2)
+ a
)n · t · ctdt

(t2 − b)2
.

Ïðèìåð 112. Íàéòè
∫ dx

(x2 + 1)
√
x2 + 2

.

Ðåøåíèå. Ïîëîæèì t =
(√
x2 + 2

)′
=

x√
x2 + 2

, òîãäà x2 =
2t2

1− t2
,

x2 +1 =
t2 + 1

1− t2
, xdx =

2tdt

(1− t2)2
. Äëÿ óäîáñòâà ïðåîáðàçîâàíèé óìíî-
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æèì è ðàçäåëèì ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå íà x2:∫
dx

(x2 + 1)
√
x2 + 2

=

∫
x · xdx√

x2 + 2 · x2 · (x2 + 1)
=

∫ t · 2tdt
(1−t2)2

2t2

1−t2 ·
t2+1
1−t2

=

∫
dt

t2 + 1
= arctg t+ C = arctg

x√
x2 + 2

+ C. �

8) Èíòåãðàëû âèäà
∫ xdx

(x2 + a)n
√
bx2 + c

(n ∈ Z).

Èíòåãðàëû äàííîãî âèäà ïðè bc 6= 0 ðàöèîíàëèçèðóþòñÿ

ïîäñòàíîâêîé t =
√
bx2 + c. Òîãäà x2 =

t2 − c
b

, xdx =
tdt

b
è

èíòåãðàë ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó∫
xdx

(x2 + a)n
√
bx2 + c

=
1

b

∫
t dt(

t2−c
b + a

)n
· t
.

Ïðèìåð 113. Íàéòè
∫ xdx

(x2 + 1)
√
x2 + 2

.

Ðåøåíèå. Ïîëîæèì t =
√
x2 + 2, òîãäà x2 = t2 − 2, xdx = tdt è

ïðèõîäèì ê èíòåãðàëó∫
dt

t2 − 1
=

1

2
ln

∣∣∣∣ t− 1

t+ 1

∣∣∣∣+ C =
1

2
ln

∣∣∣∣∣
√
x2 + 2− 1√
x2 + 2 + 1

∣∣∣∣∣+ C. �

9) Èíòåãðàëû âèäà
∫ R(x)dx√

ax2 + bx+ c
, ãäå R(x) =

Tk(x)

Qm(x)
� ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ, Tk(x), Qm(x) � öåëûå àëãåáðàè÷å-
ñêèå ìíîãî÷ëåíû ñîîòâåòñòâåííî ñòåïåíåé k è m. Âûäåëÿÿ ïðè
k ≥ m èç ðàöèîíàëüíîé äðîáè R(x) öåëóþ ÷àñòü � ìíîãî÷ëåí
S(x)

R(x) = Sk−m(x) +
Pn(x)

Qm(x)
(n < m)

è ðàñêëàäûâàÿ ïîëó÷åííóþ ïðàâèëüíóþ äðîáü
Pn(x)

Qm(x)
â ñóììó

ïðîñòåéøèõ äðîáåé, ïîëó÷àåì, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå ôóíêöèé
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R(x)dx√
ax2 + bx+ c

ïðèâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ ðàññìîòðåííûõ âûøå

èíòåãðàëîâ òð¼õ òèïîâ:∫
Pn(x)dx√
ax2 + bx+ c

,

∫
dx

(x− α)n
√
ax2 + bx+ c

,

∫
(Ax+B)dx

(x2 + px+ q)n
√
ax2 + bx+ c

,

ãäå êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí x2 + px+ q íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ
êîðíåé, à âû÷èñëåíèå ïîñëåäíåãî òèïà èíòåãðàëîâ ïðè n ∈ N
ðàññìàòðèâàåòñÿ, íàïðèìåð, â [17].

10) Èíòåãðàëû âèäà∫
R(x,

√
a2 − x2)dx,

∫
R

(
x,

√
a− x
a+ x

)
dx,

∫
R

(
x,

√
a+ x

a− x

)
dx.

Ðàññìîòðèì âû÷èñëåíèå ýòèõ èíòåãðàëîâ ñ ïîìîùüþ òðèãî-
íîìåòðè÷åñêèõ ïîäñòàíîâîê.

Ðàöèîíàëèçàöèþ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè R(x,
√
a2 − x2)

(a > 0) ìîæíî ïðîâîäèòü ñ ïîìîùüþ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé

ïîäñòàíîâêè x = a sin t, ãäå t ∈
[
−π

2
,
π

2

]
. Ïðè ýòîì åñëè t

ïðîáåãàåò îòðåçîê
[
−π

2
,
π

2

]
, òî ïåðåìåííàÿ x, ñîîòâåòñòâåííî,

ïðîáåãàåò îòðåçîê [−a, a], ÷òî îòâå÷àåò ÎÄÇ èíòåãðàëà. Òîãäà√
a2 − x2 = a| cos t| = a cos t, òàê êàê íà ïðîìåæóòêå

[
−π

2
,
π

2

]
êîñèíóñ ïðèíèìàåò íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Ïðè ýòîì àë-
ãåáðàè÷åñêîå èððàöèîíàëüíîå âûðàæåíèå R(x,

√
a2 − x2) ïðå-

îáðàçóåòñÿ ê âèäó òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðàöèîíàëüíîãî âûðà-

æåíèÿ R(a sin t, a cos t). Â ñëó÷àå R

(
x,

√
a− x
a+ x

)
èìååì, ñ ó÷¼-

òîì ÎÄÇ, t ∈
(
−π

2
,
π

2

]
, à â ñëó÷àå R

(
x,

√
a+ x

a− x

)
, ñîîòâåò-

ñòâåííî, t ∈
[
−π

2
,
π

2

)
.

Òàêæå â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî áûëî ñäåëàòü ïîäñòàíîâêó
x = a cos t, ãäå t ∈ [0, π], è òîãäà âìåñòî èððàöèîíàëüíîé ôóíê-
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öèè R(x,
√
a2 − x2) ïîëó÷èëè áû ðàöèîíàëüíóþ òðèãîíîìåòðè-

÷åñêóþ ôóíêöèþ R(a cos t, a sin t).

Ïðèìåð 114. Íàéòè
∫ √

a2 − x2 dx (a > 0).

Ðåøåíèå. Ñäåëàåì òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ïîäñòàíîâêó x = a sin t.

Ïîñêîëüêó ïî ÎÄÇ x ∈ [−a, a], òî ïîëîæèì t ∈
[
−π

2
,
π

2

]
. Òîãäà

√
a2 − x2 = a cos t, dx = a cos tdt, è ïîëó÷àåì∫ √

a2 − x2dx = a2

∫
cos2 tdt = a2

∫
1 + cos 2t

2
dt =

=
a2

2

(∫
dt+

1

2

∫
cos 2td(2t)

)
+ C =

a2

2

(
t+

1

2
sin 2t

)
+ C =

=
a2

2

(
arcsin

x

a
+ sin

(
arcsin

x

a

)
cos
(

arcsin
x

a

))
+ C =

=
a2

2
arcsin

x

a
+
x

2

√
a2 − x2 + C (|x| ≤ a).

Çàìå÷àíèå. Ìîæíî áûëî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïîäñòàíîâêîé x =

a cos t, ãäå t ∈ [0, π]. �

Ïðèìåð 115. Íàéòè
∫ √a+ x

a− x
dx (a > 0).

Ðåøåíèå. 1-é ñïîñîá. Ïîëîæèì x = a sin t, ãäå t ∈
[
−π

2
,
π

2

]
. Òîãäà

√
a2 − x2 = a cos t, dx = a cos tdt, è ïðèõîäèì ê èíòåãðàëó

a

∫ √
1 + sin t

1− sin t
cos tdt = a

∫ √
1 + sin t

1− sin t
·
√

1 + sin t

1 + sin t
cos tdt =

= a

∫
(1 + sin t) cos t

| cos t|
dt = a

∫
(1 + sin t)dt = a(t− cos t) + C =

= a
(

arcsin
x

a
− cos

(
arcsin

x

a

))
+C = a arcsin

x

a
− a
√

1−
(x
a

)2

+C =

= a arcsin
x

a
−
√
a2 − x2 + C (−a ≤ x < a).

2-é ñïîñîá. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ðåøèì çàäà÷ó ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè

x = a cos 2t, ãäå 2t ∈
[
−π

2
,
π

2

)
. Òîãäà dx = −2a sin 2tdt, 2t = arccos

x

a
,√

a+ x

a− x
=

√
1 + cos 2t

1− cos 2t
=

√
2 cos2 t

2 sin2 t
=

cos t

| sin t|
= sgn(sin t) · cos t

sin t
=
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= sgn(t) · cos t

sin t
è, ñëåäîâàòåëüíî,∫ √

a+ x

a− x
dx = −4a sgn(t)

∫
cos2 tdt = −4a sgn(t)

(
t

2
+

1

4
sin 2t

)
+ C

= −a|2t| − a sin |2t|+ C = −a
∣∣∣arccos

x

a

∣∣∣− a sin
∣∣∣arccos

x

a

∣∣∣+ C =

= −a arccos
x

a
− a
√

1−
(x
a

)2

+ C = −a
(π

2
− arcsin

x

a

)
−

−
√
a2 − x2 + C = a arcsin

x

a
−
√
a2 − x2 + C1. �

11) Èíòåãðàëû âèäà
∫
R(x,

√
a2 + x2) dx.

Äëÿ ðàöèîíàëèçàöèè âûðàæåíèé âèäà R(x,
√
a2 + x2)

ïðèìåíÿþò òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ïîäñòàíîâêó x = a tg t,

t ∈
(
−π

2
,
π

2

)
. Ïðè ýòîì êîãäà ïåðåìåííàÿ t ïðîáåãàåò óêàçàí-

íûé èíòåðâàë â íàïðàâëåíèè îò −π
2
äî

π

2
, òî ïåðåìåííàÿ x îäèí

ðàç ïðîáåãàåò âñ¼ ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë îò −∞ äî
∞ (âçàèìíî îäíîçíà÷íàÿ çàìåíà ïåðåìåííîé). Â ýòîì ñëó÷àå
äëÿ êîðíÿ

√
a2 + x2 ïîëó÷àåì:√

a2 + x2 = a
√

1 + tg2 t = a

√
1

cos2 t
=

a

| cos t|
=

a

cos t
,

òàê êàê íà ðàññìàòðèâàåìîì èíòåðâàëå êîñèíóñ ïîëîæèòå-

ëåí, dx =
adt

cos2 t
. Â ðåçóëüòàòå èððàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ

R(x,
√
a2 + x2) ïðåîáðàçóåòñÿ ê òðèãîíîìåòðè÷åñêîìó âèäó

R
(
a tg t,

a

cos t

)
, íå ñîäåðæàùåìó ðàäèêàëîâ.

Ïðèìåð 116. Íàéòè
∫ dx

x
√
a2 + x2

(a > 0).

Ðåøåíèå. Ïîëîæèì x = a tg t, t ∈
(
−π

2
, 0)
⋃

(0,
π

2

)
. Òîãäà ïðèõî-

äèì ê èíòåãðàëó

1

a

∫
dt

sin t
=

1

a

∫
d( t2 )

sin t
2 cos t2

=
1

a

∫
d( t2 )

tg t
2 cos2 t

2

=
1

a

∫
d(tg t

2 )

tg t
2

=
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=
1

a
ln

∣∣∣∣tg t2
∣∣∣∣+ C, ãäå t = arctg

x

a
(x 6= 0). �

Â äàííîé ñèòóàöèè ìîæíî áûëî òàêæå èñïîëüçîâàòü ïîäñòà-
íîâêó x = a ctg t, t ∈ (0, π). Òîãäà√

a2 + x2 = a
√

1 + ctg2 t = a

√
1

sin2 t
=

a

| sin t|
=

a

sin t
,

òàê êàê íà ðàññìàòðèâàåìîì èíòåðâàëå ñèíóñ ïîëîæèòå-

ëåí, dx = − adt

sin2 t
. Â ðåçóëüòàòå èððàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ

R(x,
√
a2 + x2) ïðåîáðàçóåòñÿ ê òðèãîíîìåòðè÷åñêîìó âèäó

R
(
a ctg t,

a

sin t

)
.

Âûðàæåíèÿ R(x,
√
a2 + x2) (a > 0) ðàöèîíàëèçèðóþòñÿ òàê-

æå ñ ïîìîùüþ ãèïåðáîëè÷åñêîé ïîäñòàíîâêè x = a sh t, t ∈ R.
Òîãäà ñ ó÷¼òîì ch t > 0, ∀t ∈ R èìååì√

a2 + x2 = a
√

1 + sh2 t = a
√

ch2 t = a| ch t| = a ch t.

Ïðèìåð 117. Íàéòè
∫ √

a2 + x2 dx (a > 0).

Ðåøåíèå. Âûïîëíèì ãèïåðáîëè÷åñêóþ ïîäñòàíîâêó x = a sh t,
t ∈ R, dx = a ch tdt,

√
a2 + x2 = a ch t. Ïåðåõîäÿ ê íîâîé ïåðåìåí-

íîé, ïîëó÷àåì èíòåãðàë

a2

∫
ch2 tdt = a2

∫
1 + ch 2t

2
dt =

a2

2

(∫
tdt+

1

2

∫
ch 2td(2t)

)
=

=
a2

2
t+

a2

4
sh 2t+ C.

Îñòàëîñü ñäåëàòü îáðàòíóþ ïîäñòàíîâêó. Èç ðàâåíñòâà sh t =
et − e−t

2
=

x

a
íàõîäèì, ÷òî et =

x±
√
a2 + x2

a
. Òàê êàê et > 0,

òî t = ln |x +
√
a2 + x2| − ln a. Î÷åâèäíî, sh 2t = 2 sh t ch t =

2 sh t
√

1 + sh2 t = 2 · x
a

√
1 +

x2

a2
=

2x

a2

√
a2 + x2, ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíî

ïîëó÷àåì (÷èñëî −a
2

2
ln a âîøëî â C)∫ √

a2 + x2 dx =
a2

2
ln
∣∣∣x+

√
a2 + x2

∣∣∣+
x

2

√
a2 + x2 + C. �
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12) Èíòåãðàëû âèäà∫
R(x,

√
x2 − a2)dx,

∫
R

(
x,

√
x− a
x+ a

)
dx,

∫
R

(
x,

√
x+ a

x− a

)
dx.

Äëÿ ðàöèîíàëèçàöèè ïîäûíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèé ïðèìå-
íÿþò êàê òðèãîíîìåòðè÷åñêèå, òàê è ãèïåðáîëè÷åñêèå ïîäñòà-
íîâêè.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé R(x,
√
x2 − a2). Ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå

îïðåäåëåíî ïðè |x| ≥ a. Âîçìîæíû ïîäñòàíîâêè:

à) x =
a

sin t
, ãäå t ∈

[
−π

2
, 0
)⋃(

0,
π

2

]
, ïðè ýòîì ðàäèêàë

ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

√
x2 − a2 = a

√
1

sin2 t
− 1 = a

√
1− sin2 t

sin2 t
= a

√(
cos t

sin t

)2

= a| ctg t|,

è ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ îêàçûâàåòñÿ ðàöèîíàëüíî çàâèñÿ-

ùåé îò òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé R
( a

sin t
, a| ctg t|

)
.

á) Àíàëîãè÷íàÿ ïîäñòàíîâêà ÷åðåç êîñèíóñ x =
a

cos t
, ãäå

t ∈
[
0,
π

2

)⋃(π
2
, π
]
, ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì ïðåîáðàçîâàíèÿì:

√
x2 − a2 = a

√
1

cos2 t
− 1 = a

√
1− cos2 t

cos2 t
= a

√(
sin t

cos t

)2

= a| tg t|.

È îïÿòü ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ðàöèîíàëü-
íûé (îòíîñèòåëüíî òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé) âèä

R
( a

cos t
, a| tg t|

)
.

â) Ïîäñòàíîâêà x = a ch t, t ≥ 0 (åñëè x > 0), èëè x = −a ch t,
t ≥ 0 (åñëè x < 0). Òîãäà√

x2 − a2 = a
√

ch2 t− 1 = a
√

sh2 t = a| sh t|,

è âûðàæåíèåR(x,
√
x2 − a2) ïðèâîäèòñÿ ê âèäóR(a ch t, a| sh t|).
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Ïðè íàëè÷èè ðàäèêàëà

√
x− a
x+ a

â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðà-

æåíèè (ÎÄÇ: x ∈ (−∞,−a)
⋃

[a,+∞)) ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ

ïîäñòàíîâêîé x =
a

cos t
, ãäå t ∈

[
0,
π

2

) ⋃(π
2
, π
)
, è òîãäà√

x− a
x+ a

=

√
1

cos t − 1
1

cos t + 1
=

√
1− cos t

1 + cos t
=

√
2 sin2 t

2

2 cos2 t
2

=

∣∣∣∣tg t2
∣∣∣∣ .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ýòîì ñëó÷àå âîçìîæíà ïîäñòàíîâêà
x = a ch t: √

x− a
x+ a

=

√
ch t− 1

ch t+ 1
=

√
2 sh2 t

2

2 ch2 t
2

=

∣∣∣∣th t

2

∣∣∣∣ .
Åù¼ ðàç îáðàòèì âíèìàíèå ÷èòàòåëÿ íà îäíî îáñòîÿòåëü-

ñòâî. Åñëè ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ñîäåðæèò ðàäèêàëû âèäà
√
x2 − a2 (èëè

√
x− a
x+ a

), òî â ýòîì ñëó÷àå ïåðâîîáðàçíàÿ èùåò-

ñÿ íà ëó÷å x > a èëè íà ëó÷å x < −a. Òàê êàê îáû÷íî íåò
íèêàêèõ îñíîâàíèé ïðåäïî÷åñòü îäèí ëó÷ äðóãîìó, òî ÷àñòî
âûáèðàþò òîò ëó÷, íà êîòîðîì áóäåò áîëåå ïðîñòàÿ çàïèñü ïðå-
îáðàçîâàííîãî ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ, ò. å. ëó÷ x > a
(íà äðóãîì ëó÷å x < −a ïåðâîîáðàçíàÿ íàõîäèòñÿ àíàëîãè÷-
íûìè ðàññóæäåíèÿìè). Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ ýòî, â óêàçàííûõ
âûøå ïîäñòàíîâêàõ ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ óìåíüøåííûìè âïî-
ëîâèíó ïðîìåæóòêàìè ïî t:

x =
a

sin t
ïðè t ∈

(
0,
π

2

]
, x =

a

cos t
ïðè t ∈

[
0,
π

2

)
,

x = a ch t ïðè t ∈ [0,+∞) .

Ýòî ïîçâîëÿåò ïðè óïðîùåíèè ðàäèêàëîâ îäíîçíà÷íî ðàñêðû-
âàòü ìîäóëè. Â ýòîé ñèòóàöèè ìîæíî èñïîëüçîâàòü òàêæå
ôóíêöèþ ñèãíóì.

Ïðèìåð 118. Íàéòè
∫ dx√

(x2 − a2)3
(x > a > 0).

Ðåøåíèå. Ïðèìåíèì òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ïîäñòàíîâêó x =
a

cos t
,

ãäå t ∈
[
0,
π

2

)
. Èìååì dx =

a sin tdt

cos2 t
=

a tg tdt

cos t
,
√

(x2 − a2)3 =
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a3

√(
1

cos2 t
− 1

)3

= a3
√

tg6 t = a3 tg3 t. Ïîäñòàâëÿÿ â èíòåãðàë, ïî-

ëó÷èì∫
dx√

(x2 − a2)3
dx =

1

a2

∫
dt

tg2 t · cos t
=

1

a2

∫
cos tdt

sin2 t
= − 1

a2 sin t
+ C.

Îñòàëîñü ñäåëàòü îáðàòíóþ ïîäñòàíîâêó. Òàê êàê x =
a

cos t
, òî

cos t =
a

x
, sin t =

√
1− cos2 t =

√
1− a2

x2
=

√
x2 − a2

x
. Ñëåäîâàòåëüíî,∫

dx√
(x2 − a2)3

dx = − x

a2
√
x2 − a2

+ C. �

Ïðèìåð 119. Íàéòè
∫ dx√

x2 − a2
(x > a > 0).

Ðåøåíèå. Ïðèìåíèì ãèïåðáîëè÷åñêóþ ïîäñòàíîâêó: x = a ch t,
t ≥ 0. Òîãäà dx = a sh tdt,√

x2 − a2 = a
√

ch2 t− 1 = a
√

sh2 t = a| sh t| = a sh t,

è èíòåãðàë ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëó
∫
dt = t + C. Ñäåëàåì îáðàòíóþ

ïîäñòàíîâêó: x = a ch t ⇒ ch t =
x

a
⇒ t = Arch

x

a
, ãäå îáðàòíàÿ

ôóíêöèÿ ê óêàçàííîé âåòâè ãèïåðáîëè÷åñêîãî êîñèíóñà èìååò âèä
Archx = ln(x+

√
x2 − 1), x ≥ 1. Èòàê,∫

dt = t+ C = Arch
x

a
+ C = ln

(
x

a
+

√(x
a

)2

− 1

)
+ C =

= ln(x+
√
x2 − a2) + C1,

ãäå â ïîñòîÿííóþ C1 âêëþ÷åíî ñëàãàåìîå (− ln a). �

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëîâ ðàññìàò-
ðèâàåìîãî âèäà íàðÿäó ñ óêàçàííûìè ïîäñòàíîâêàìè ìîæíî
ïðèìåíÿòü è äðóãèå. Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð.

Ïðèìåð 120. Íàéòè
∫ √x− a

x+ a
dx (x ≥ a > 0).

Ðåøåíèå. Ïîëîæèì x− a = 2a sh2 t, òîãäà x + a = 2a(sh2 t + 1) =

2a ch2 t,

√
x− a
x+ a

=

√
2a sh2 t

2a ch2 t
=

sh t

ch t
, dx = 4a sh t ch tdt è ïðèõîäèì ê
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èíòåãðàëó∫ √
x− a
x+ a

dx = 4a

∫
sh2 tdt = 4a

∫
ch 2t− 1

2
dt = a sh 2t− 2at+ C.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî sh t =

√
x− a

2a
, ch t =

√
x+ a

2a
, èìååì a sh 2t =

2a sh t ch t =
√
x2 − a2. Äàëåå, sh t+ ch t = et, îòñþäà

t = ln(sh t+ ch t) = ln

(√
x+ a+

√
x− a√

2a

)
=

= ln
(√
x+ a+

√
x− a

)
− ln

√
2a.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì∫ √
x− a
x+ a

dx =
√
x2 − a2 − 2a ln

(√
x+ a+

√
x− a

)
+ C1,

ãäå C1 = C − ln
√

2a. �

10.2.2 Ðàöèîíàëèçèðóþùèå ïîäñòàíîâêè Ýéëåðà

13) Èíòåãðàëû âèäà
∫
R
(
x,
√
ax2 + bx+ c

)
dx â îáùåì ñëó÷àå

ìîãóò âû÷èñëÿòüñÿ ñ ïîìîùüþ ðàöèîíàëèçèðóþùèõ ïîäñòàíî-
âîê Ýéëåðà.

1-ÿ ïîäñòàíîâêà Ýéëåðà ïðèìåíèìà â ñëó÷àå, êîãäà a > 0.
Ïîëîæèì √

ax2 + bx+ c = t− x
√
a

(ìîæíî òàêæå áûëî ïîëîæèòü
√
ax2 + bx+ c = t + x

√
a). Âîç-

âåä¼ì ýòî ðàâåíñòâî â êâàäðàò: ax2 +bx+c = (t−x
√
a)2, îòêóäà

ïîñëå óïðîùåíèÿ âûðàæàåì x ÷åðåç t: x =
t2 − c

2
√
at+ b

. Òîãäà

dx = 2

√
at2 + bt+ c

√
a

(2
√
at+ b)2

dt,

√
ax2 + bx+ c = t− x

√
a = t−

√
a

t2 − c
2
√
at+ b

=

√
at2 + bt+ c

√
a

2
√
at+ b

.
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Ïåðåõîäÿ ê íîâîé ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîëó÷àåì èíòå-
ãðàë îò ðàöèîíàëüíîé äðîáè, ïîñëå âû÷èñëåíèÿ êîòîðîãî îñòà-
íåòñÿ ñäåëàòü îáðàòíóþ ïîäñòàíîâêó

t =
√
ax2 + bx+ c+ x

√
a.

Ïðèìåð 121.
∫ dx√

x2 + a
(x2 + a > 0).

Ïîñêîëüêó ñòàðøèé êîýôôèöèåíò êâàäðàòíîãî òð¼õ÷ëåíà ïîëî-
æèòåëåí, òî ïðèìåíèì 1-þ ïîäñòàíîâêó Ýéëåðà:

√
x2 + a = t − x.

Âîçâîäÿ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà â êâàäðàò, ïîëó÷èì

x2 + a = t2 − 2tx+ x2, èëè x =
t2 − a

2t
.

Äèôôåðåíöèðóÿ äàííîå ðàâåíñòâî, íàõîäèì dx =
t2 + a

2t2
dt,
√
x2 + a

=
t2 + a

2t
. Ïîäñòàâëÿÿ â ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå, ïîëó÷èì∫

dx√
x2 + a

=

∫
dt

t
= ln |t|+ C = ln

∣∣∣x+
√
x2 + a

∣∣∣+ C. �

Ïðèìåð 122. Íàéòè
∫ dx

x+
√
x2 − x+ 1

.

Ðåøåíèå. Òàê êàê ñòàðøèé êîýôôèöèåíò êâàäðàòíîãî òð¼õ÷ëå-
íà ïîëîæèòåëåí, çäåñü òàêæå âîçìîæíî ïðèìåíåíèå 1-é ïîäñòàíîâêè
Ýéëåðà:

√
x2 − x+ 1 = t− x. Âîçâåä¼ì ýòî ðàâåíñòâî â êâàäðàò:

x2 − x+ 1 = t2 − 2tx+ x2 ⇒ x =
t2 − 1

2t− 1
.

Äèôôåðåíöèðóÿ, íàõîäèì dx =

(
t2 − 1

2t− 1

)′
dt = 2

t2 − t+ 1

(2t− 1)2
dt. Ïåðå-

õîäÿ ê íîâîé ïåðåìåííîé, ïîëó÷àåì èíòåãðàë 2
∫ t2 − t+ 1

t(2t− 1)2
dt. Äàëåå

ïðåäñòàâëÿåì ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ â âèäå ñóììû ïðîñòåéøèõ
äðîáåé è âû÷èñëÿåì:

2

∫
t2 − t+ 1

t(2t− 1)2
dt =

∫ (
2

t
− 3

2t− 1
+

3

(2t− 1)2

)
dt = 2

∫
dt

t
−3

2

∫
dt

t− 1
2
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+
3

2

∫
d(2t− 1)

(2t− 1)2
= 2 ln |t| − 3

2
ln

∣∣∣∣t− 1

2

∣∣∣∣− 3

2(2t− 1)
+ C,

ãäå t = x+
√
x2 − x+ 1. �

2-ÿ ïîäñòàíîâêà Ýéëåðà ïðèìåíèìà ïðè âû÷èñëåíèè èí-

òåãðàëîâ âèäà
∫
R
(
x,
√
ax2 + bx+ c

)
dx, åñëè ñâîáîäíûé ÷ëåí

c > 0. Ïîëîæèì √
ax2 + bx+ c = xt+

√
c

(ìîæíî òàêæå áûëî ïîëîæèòü
√
ax2 + bx+ c = xt−

√
c) è âîçâå-

ä¼ì äàííîå ðàâåíñòâî â êâàäðàò: ax2 +bx+c = x2t2 +2xt
√
c+c.

Ïîñëå óïðîùåíèÿ è ñîêðàùåíèÿ íà x 6= 0 èìååì äëÿ x:

x =
2
√
ct− b

a− t2
. Òîãäà

dx = 2

√
ct2 − bt+ a

√
c

(a− t2)2
dt,

√
ax2 + bx+ c = xt+

√
c =

2
√
ct− b

a− t2
t+
√
c =

√
ct2 − bt+ a

√
c

a− t2
.

Â ðåçóëüòàòå çàìåíû ïåðåìåííîé ïðèõîäèì ê èíòåãðàëó îò ðà-
öèîíàëüíîé äðîáè, âû÷èñëèâ êîòîðûé, â êîíöå ïîäñòàâèì

t =

√
ax2 + bx+ c−

√
c

x
.

Ïðèìåð 123. Íàéòè
∫ dx

x+
√
x2 − x+ 1

.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì èíòåãðàë èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà, íî òå-
ïåðü âû÷èñëèì åãî ïðè ïîìîùè 2-é ïîäñòàíîâêè Ýéëåðà (ò. ê. ñâîáîä-
íûé ÷ëåí êâàäðàòíîãî òð¼õ÷ëåíà c = 1 > 0, ýòî âîçìîæíî). Ïîëîæèì√
x2 − x+ 1 = xt− 1, âîçâåä¼ì â êâàäðàò

x2 − x+ 1 = x2t2 − 2xt+ 1 ⇒ x =
2t− 1

t2 − 1
.

Òîãäà dx = −2
t2 − t+ 1

(t2 − 1)2
dt,
√
x2 − x+ 1 = xt − 1 =

t2 − t+ 1

t2 − 1
,

x+
√
x2 − x+ 1 =

t

t− 1
. Ïîäñòàâëÿÿ â èíòåãðàë, ïîëó÷èì∫

dx

x+
√
x2 − x+ 1

=

∫
−2t2 + 2t− 2

t(t− 1)(t+ 1)2
dt =
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=

∫ (
2

t
− 1

2(t− 1)
− 3

2(t+ 1)
− 3

(t+ 1)2

)
dt =

= 2 ln |t| − 1

2
ln |t− 1| − 3

2
ln |t+ 1|+ 3

t+ 1
+ C,

ãäå t =

√
x2 − x+ 1 + 1

x
. �

3-ÿ ïîäñòàíîâêà Ýéëåðà
√
a(x− λ)(x− µ) = t(x−λ) ïðèìå-

íÿåòñÿ ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëîâ
∫
R
(
x,
√
ax2 + bx+ c

)
dx â

ñëó÷àå, êîãäà êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí ax2 + bx+ c èìååò ðàçëè÷-
íûå âåùåñòâåííûå êîðíè λ è µ, ò. å. ax2+bx+c = a(x−λ)(x−µ).
Ïîëîæèì √

a(x− λ)(x− µ) = t(x− λ)

Âîçâåä¼ì ðàâåíñòâî â êâàäðàò: a(x − λ)(x − µ) = t2(x − λ)2.
Ñîêðàòèì íà x − λ 6= 0 è, âûðàæàÿ x ÷åðåç t, ïîëó÷èì

x =
−aµ+ λt2

t2 − a
. Äèôôåðåíöèðóÿ, íàõîäèì dx =

2a(µ− λ)t

(t2 − a)2
dt,√

a(x− λ)(x− µ) = t(x − λ) =
a(λ− µ)t

t2 − a
. Ïîäñòàâëÿÿ â èñ-

õîäíûé èíòåãðàë, ïîëó÷àåì èíòåãðàë îò ðàöèîíàëüíîé äðîáè.
Âû÷èñëèâ åãî, â êîíöå âûïîëíèì ïîäñòàíîâêó

t =

√
ax2 + bx+ c

x− λ
.

Ïðèìåð 124. Íàéòè
∫ dx√

a2 − x2
.

Ðåøåíèå. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà âîñïîëüçóåìñÿ 3-é ïîäñòà-
íîâêîé Ýéëåðà:

√
a2 − x2 = t(a − x). Âîçâåä¼ì ðàâåíñòâî â êâàäðàò:

(a−x)(a+x) = t2(a−x)2, îòêóäà íàéä¼ì x = a· t
2 − 1

t2 + 1
. Òîãäà ïîëó÷àåì

ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå ìåæäó äèôôåðåíöèàëàìè: dx =
4atdt

(t2 + 1)2
.

Êðîìå òîãî,
√
a2 − x2 =

2at

t2 + 1
. Ïåðåõîäÿ ê íîâîé ïåðåìåííîé ïîä

çíàêîì èíòåãðàëà, ïîëó÷àåì ïðè |x| < a∫
dx√
a2 − x2

= 2

∫
dt

t2 + 1
= 2 arctg t+ C = 2 arctg

√
a+ x

a− x
+ C. �
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Ïîäñòàíîâêè Ýéëåðà, èãðàÿ âàæíóþ òåîðåòè÷åñêóþ ðîëü, íà
ïðàêòèêå ÷àñòî ïðèâîäÿò ê ãðîìîçäêèì âûêëàäêàì, ïîýòîìó
ê íèì ïðèáåãàþò â êðàéíèõ ñëó÷àÿõ, êîãäà íå óäà¼òñÿ áîëåå
ïðîñòî âû÷èñëèòü èíòåãðàë äðóãèì ñïîñîáîì.

10.3 Èíòåãðèðîâàíèå áèíîìèàëüíûõ äèôôåðåí-
öèàëîâ

Òàê íàçûâàþòñÿ äèôôåðåíöèàëû âèäà xm(a+bxn)pdx, ãäå a, b �
äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, îòëè÷íûå îò íóëÿ, m,n, p � ðàöèîíàëü-
íûå ÷èñëà. Êàê äîêàçàë Ï.Ë. ×åáûøå̈â,1 ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ
ôóíêöèè xm(a+ bxn)p ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèåé òîëü-
êî â ñëåäóþùèõ òð¼õ ñëó÷àÿõ:

à) p � öåëîå; á)
m+ 1

n
� öåëîå; â)

m+ 1

n
+ p � öåëîå.

Ðàññìîòðèì ýòè ñëó÷àè.

à) Åñëè p � öåëîå, òî ïîëàãàþò t = s
√
x, ãäå s � îáùèé (íàòó-

ðàëüíûé) çíàìåíàòåëü äðîáåé m è n.

Ïðèìåð 125. Íàéòè
∫ √

xdx

(1 + 3
√
x)2

.

Ðåøåíèå. Ïåðåïèøåì èíòåãðàë â âèäå
∫
x

1
2 (1 + x

1
3 )−2dx. Î÷åâèä-

íî, ÷òî m =
1

2
, n =

1

3
, p = −2, a = b = 1. Ïîëîæèì t = 6

√
x, òîãäà

x = t6,
√
x = t3, 3

√
x = t2, dx = 6t5dt, è â ðåçóëüòàòå çàìåíû ïåðåìåí-

íîé èíòåãðèðîâàíèÿ ïðèõîäèì ê èíòåãðàëó

6

∫
t8dt

(1 + t2)2
= 6

∫ (
t4 − 2t2 + 3− 4t2 + 3

(1 + t2)2

)
dt =

= 6

∫ (
t4 − 2t2 + 3− 3(t2 + 1) + t2

(1 + t2)2

)
dt =

6

5
t5 − 4t3 + 18t− 18 arctg t

1×åáûøå̈â Ïàôíóòèé Ëüâîâè÷ (1821�1894) � ðóññêèé ìàòåìàòèê è ìå-
õàíèê, àêàäåìèê Ïåòåðáóðãñêîé ÀÍ. Îêîí÷èë Ìîñêîâñêèé óíèâåðñèòåò.
ßâëÿåòñÿ îñíîâàòåëåì Ïåòåðáóðãñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëû. Çàíèìàëñÿ
òåîðèåé ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé ìíîãî÷ëåíàìè, èíòåãðàëüíûì èñ÷èñëåíè-
åì, òåîðèåé ÷èñåë, òåîðèåé âåðîÿòíîñòåé, òåîðèåé ìàøèí è ìåõàíèçìîâ è
ïð.
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−6

∫
t2dt

(1 + t2)2
, ãäå∫

t2dt

(1 + t2)2
= −1

2

∫
td

(
1

1 + t2

)
= − t

2(1 + t2)
+

1

2
arctg t+ C.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè x ≥ 0 èìååì∫ √
xdx

(1 + 3
√
x)2

=
6

5
t5 − 4t3 + 18t+

3t

1 + t2
− 21 arctg t+ C,

ãäå t = 6
√
x. �

á) Åñëè
m+ 1

n
� öåëîå, òî ïîëàãàþò t = s

√
a+ bxn, ãäå s �

çíàìåíàòåëü äðîáè p.

Ïðèìåð 126. Íàéòè
∫ xdx√

1 +
3
√
x2
.

Ðåøåíèå. Ïåðåïèøåì èíòåãðàë â âèäå
∫
x(1 + x

2
3 )−

1
2 dx, îòêóäà

îïðåäåëÿåì m = 1, n =
2

3
, p = −1

2
, s = 2. Òàê êàê

m+ 1

n
= 3 � öåëîå,

òî ïîëîæèì t =
√

1 +
3
√
x2. Òîãäà x = (t2 − 1)

3
2 , dx =

3

2
(t2 − 1)

1
2 2tdt.

Ñëåäîâàòåëüíî,∫
xdx√

1 +
3
√
x2

= 3

∫
(t2 − 1)2dt =

3

5
t5 − 2t3 + 3t+ C,

ãäå t =
√

1 +
3
√
x2. �

â) Åñëè
m+ 1

n
+ p � öåëîå, òî ðåêîìåíäóåìàÿ ïîäñòàíîâêà

t = s
√
ax−n + b, ãäå s � çíàìåíàòåëü äðîáè p.

Ïðèìåð 127. Íàéòè
∫ dx

4
√

1 + x4
.

Ðåøåíèå. Ïðèâåä¼ì èíòåãðàë ê âèäó
∫
x0(1+x4)−

1
4 dx è îïðåäåëèì

m = 0, n = 4, p = −1

4
, s = 4. Ïîñêîëüêó

m+ 1

n
+ p = 0 � öåëîå, òî

ïîëîæèì, ñëåäóÿ ðåêîìåíäàöèè, t = 4
√

1 + x−4. Òîãäà x = (t4 − 1)−
1
4 ,

dx = −t3(t4 − 1)−
5
4 dt, 4

√
1 + x4 = t(t4 − 1)−

1
4 . Ñëåäîâàòåëüíî,∫

dx
4
√

1 + x4
= −

∫
t2dt

t4 − 1
=

∫ (
A

t+ 1
+

B

t− 1
+
Cx+D

t2 + 1

)
dt
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=
1

4

∫ (
1

t+ 1
− 1

t− 1

)
dt− 1

2

∫
dt

t2 + 1
=

1

4
ln

∣∣∣∣ t+ 1

t− 1

∣∣∣∣− 1

2
arctg t+ C,

ãäå t = 4
√

1 + x−4. �

10.4 Óìíîæåíèå íà ñîïðÿæ¼ííîå âûðàæåíèå,
íåñòàíäàðòíûå ïîäñòàíîâêè è äðóãèå ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ

1) Ïðè èíòåãðèðîâàíèè âûðàæåíèé, ñîäåðæàùèõ ðàäèêàëû,
èíîãäà óäîáíî èñïîëüçîâàíèå èçâåñòíîãî ïðè¼ìà äîìíîæåíèÿ

(ñ îäíîâðåìåííûì äåëåíèåì) íà ñîïðÿæ¼ííîå âûðàæåíèå.

Ïðèìåð 128. Íàéòè
∫ √a+ x

a− x
dx (a > 0).

Ðåøåíèå. Íà ÎÄÇ èìååì −a ≤ x < a, è ïîýòîìó√
a+ x

a− x
=

√
a+ x√
a− x

. Äîìíîæèì è ðàçäåëèì ïîäûíòåãðàëüíóþ äðîáü

íà âûðàæåíèå, ñîïðÿæ¼ííîå çíàìåíàòåëþ. Â ðåçóëüòàòå èíòåãðàë
óäà¼òñÿ ñâåñòè ê ñóììå äâóõ áîëåå ïðîñòûõ èíòåãðàëîâ:∫ √

a+ x

a− x
dx =

∫ √
a+ x ·

√
a+ x√

a− x ·
√
a+ x

dx =

∫
a+ x√
a2 − x2

dx =

= a

∫
dx√
a2 − x2

+

∫
xdx√
a2 − x2

= a arcsin
x

a
− 1

2

∫
d(a2 − x2)√
a2 − x2

= a arcsin
x

a
+
√
a2 − x2 + C. �

Ïðèìåð 129. Íàéòè
∫ dx
√
x+ a+

√
x+ b

(a 6= b).

Ðåøåíèå. Äîìíîæèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè íà âûðàæå-
íèå, ñîïðÿæ¼ííîå ê çíàìåíàòåëþ, ò. å. íà

√
x+ a−

√
x+ b:∫

dx
√
x+ a+

√
x+ b

=

∫ √
x+ a−

√
x+ b

a− b
dx =

=
1

a− b

(∫ √
x+ a dx−

∫ √
x+ b dx

)
=

=
1

a− b

(∫ √
x+ a d(x+ a)−

∫ √
x+ b d(x+ b)

)
=
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=
1

a− b

(
2

3
(x+ a)

3
2 − 2

3
(x+ b)

3
2

)
+ C

(x ≥ −a, x ≥ −b). �

2) Â ñëåäóþùåì ïðèìåðå ïîìîãàåò ïðîñòåéøèé ïðè¼ì âûäå-
ëåíèÿ ïîëíîãî êâàäðàòà â ïîäêîðåííîì âûðàæåíèè.

Ïðèìåð 130. Íàéòè
∫ √x4 + x−4 + 2

x3
dx.

Ðåøåíèå. Åñëè çàìåòèòü, ÷òî ïîä çíàêîì êâàäðàòíîãî êîðíÿ íà-
õîäèòñÿ ïîëíûé êâàäðàò, òî ýòî ïîçâîëÿåò èçáàâèòüñÿ îò ðàäèêàëà è
òåì ñàìûì ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà:∫ √

x4 + x−4 + 2

x3
dx =

∫ √
(x2 + x−2)2

x3
dx =

∫
x2 + x−2

x3
dx

=

∫ (
1

x
+

1

x5

)
dx = ln |x| − 1

4x4
+ C (x 6= 0). �

3) ×àñòî ïðè èíòåãðèðîâàíèè èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ïîä-
ñòàíîâêè, â òîì ÷èñëå íåñòàíäàðòíûå.

Ïðèìåð 131. Íàéòè
∫ xdx√

1 + x2 +
√

(1 + x2)3

.

Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçóåì ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå:∫
xdx√

1 + x2 + (1 + x2)
√

1 + x2

=

∫
xdx

√
1 + x2

√
1 +
√

1 + x2
.

Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî
xdx√
1 + x2

= d
(√

1 + x2
)
. Òîãäà èìååì

∫
d
(√

1 + x2
)√

1 +
√

1 + x2
=

∫
d
(
1 +
√

1 + x2
)√

1 +
√

1 + x2
.

Ïîëîæèì t = 1 +
√

1 + x2:∫
dt√
t

= 2
√
t+ C = 2

√
1 +

√
1 + x2 + C. �
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Ïðèìåð 132. Íàéòè
∫
x ·
√

x

2a− x
dx (a > 0).

Ðåøåíèå. Ñîãëàñíî ÎÄÇ,
x

2a− x
≥ 0 ⇔ x ∈ [0, 2a). Ñäåëàåì

òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ïîäñòàíîâêó âèäà x = 2a sin2 t, ãäå t ∈
[
0,
π

2

)
.

Ïðèõîäèì ê èíòåãðàëó

∫
(2a sin2 t)

√
2a sin2 t

2a− 2a sin2 t
d
(
2a sin2 t

)
= 8a2

∫
sin4 tdt =

= 8a2

∫ (
1− cos 2t

2

)2

dt = 8a2

∫ (
1

4
− 1

2
cos 2t+

1

4
cos2 2t

)
dt =

= 8a2

∫ (
3

8
− 1

2
cos 2t+

1

8
cos 4t

)
dt =

= a2

(
3t− 2 sin 2t+

1

4
sin 4t

)
+ C.

Îñòàëîñü ñäåëàòü îáðàòíóþ ïîäñòàíîâêó. Î÷åâèäíî,

sin t =

√
x

2a
, cos t =

√
1− sin2 t =

√
2a− x

2a
,

òîãäà sin 2t = 2 sin t cos t = 2 ·
√

x

2a
·
√

2a− x
2a

=
1

a

√
x(2a− x).

Íàéä¼ì cos 2t: åñëè t ∈
[
0,
π

4

)
(x ∈ [0, a)), òî cos 2t > 0 è

cos 2t =
√

1− sin2 2t =

√
1− x(2a− x)

a2
=

1

a

√
(a− x)2 =

|a− x|
a

=

a− x
a

. Åñëè æå t ∈
[π

4
,
π

2

)
, ò. å. x ∈ [a, 2a), òî cos 2t ≤ 0 è,

ñëåäîâàòåëüíî, cos 2t = −
√

1− sin2 2t = −1

a

√
(a− x)2 = −|a− x|

a

=
a− x
a

. Òàêèì îáðàçîì, ∀t ∈
[
0,
π

2

)
cos 2t =

a− x
a

. Ïîýòîìó

sin 4t = 2 sin 2t cos 2t =
2

a

√
x(2a− x) · a− x

a
. Ïîäñòàâëÿÿ, ïîëó÷èì

äëÿ èñõîäíîãî èíòåãðàëà:∫
x

√
x

2a− x
dx =

= a2

(
3 arcsin

√
x

2a
− 2

a

√
x(2a− x) +

1

2a

√
x(2a− x)

(
1− x

a

))
+

270



+C = 3a2 arcsin

√
x

2a
− 3a+ x

2

√
x(2a− x) + C. �

4) Ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû.

Ê èíòåãðàëàì îò êâàäðàòè÷íûõ èððàöèîíàëüíîñòåé åñòå-
ñòâåííûì îáðàçîì ïðèìûêàþò èíòåãðàëû îò èððàöèîíàëüíî-
ñòåé ñëåäóþùåãî âèäà:∫

R
(
x,
√
ax3 + bx2 + cx+ e

)
dx,

∫
R
(
x,
√
ax4 + bx3 + cx2 + ex+ r

)
dx,

ñîäåðæàùèå ïîä çíàêîì ðàäèêàëà ìíîãî÷ëåíû 3-é è 4-é ñòå-
ïåíåé (ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè). Ýòè èíòåãðàëû
÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â ïðèëîæåíèÿõ è, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿ-
þòñÿ ýëåìåíòàðíûìè ôóíêöèÿìè. Îáà ýòè èíòåãðàëà ïðèíÿòî
íàçûâàòü ýëëèïòè÷åñêèìè â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà îíè íå âûðà-
æàþòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè, è ïñåâäîýëëèïòè÷åñêè-

ìè â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà îíè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå
ôóíêöèè (ïðîèñõîæäåíèå íàçâàíèÿ èíòåãðàëîâ ñâÿçàíî ñ òåì,
÷òî âïåðâûå ñ ýòèìè èíòåãðàëàìè ñòîëêíóëèñü ïðè ðåøåíèè çà-
äà÷è î âû÷èñëåíèè äëèíû äóãè ýëëèïñà). Ñðåäè ýëëèïòè÷åñêèõ
èíòåãðàëîâ îñîáåííî âàæíóþ ðîëü èãðàþò òàê íàçûâàåìûå ýë-
ëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû 1-ãî è 2-ãî ðîäà â ôîðìå Ëåæàíäðà

F (k, ϕ) =

∫
dϕ√

1− k2 sin2 ϕ
è E(k, ϕ) =

∫ √
1− k2 sin2 ϕdϕ

Äëÿ ýòèõ ôóíêöèé ñîñòàâëåíû îáøèðíûå òàáëèöû è ãðàôèêè.
Ëåæàíäðîì è äðóãèìè ìàòåìàòèêàìè èçó÷åíû ñâîéñòâà äàí-
íûõ ôóíêöèé è óñòàíîâëåí ðÿä ôîðìóë.
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10.5 Çàäà÷è

Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû ñ äðîáíî-ëèíåéíûìè èððàöèîíàëü-

íîñòÿìè, èñïîëüçóÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ðàöèîíàëèçèðóþùèå

ïîäñòàíîâêè:

�294. [6, � 1926]
∫ dx

1 +
√
x
;

�295. [6, � 1927]
∫ dx

x(1 + 2
√
x+ 3
√
x)
;

�296.
∫ √

x+ 1 + 2

x2 + 1−
√
x+ 1 + 2x

dx;

�297. [6, � 1930]
∫ dx

(1 + 4
√
x)3 ·

√
x
;

�298.
∫

3

√
2− x
2 + x

· dx

(2− x)2
;

�299. [6, � 1932]
∫ dx

3
√

(x+ 1)2(x− 1)4
.

Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû ñ êâàäðàòè÷íûìè èððàöèîíàëü-

íîñòÿìè, èñïîëüçóÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ðàöèîíàëèçèðóþùèå

ïîäñòàíîâêè:

�300. [6, � 1779] Ïîäîáðàòü ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå êîëè-
÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ âû÷èñëåíèÿ (ðàçëè÷íûõ ïîäñòàíî-
âîê) äëÿ èíòåãðàëà ∫

x2

√
x2 − 2

dx.

Íàéòè èíòåãðàë íåêîòîðûìè èç ýòèõ ñïîñîáîâ (íàèáîëåå ýô-
ôåêòèâíûìè äëÿ äàííîãî èíòåãðàëà).

�301. [6, � 1935]
∫ dx

1 +
√
x+
√

1 + x
.

Óêàçàíèå: ïîëîæèòü t =
√
x+
√

1 + x.

�302. [6, � 1938]
∫ dx

(x+ 1)
√
x2 + x+ 1

.

Óêàçàíèå. Ñäåëàòü ïîäñòàíîâêó t =
1

x+ 1
. Åñòü ëè äðóãîé

ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà?
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�303. [6, � 1939]
∫ dx

(1− x)2
√

1− x2
;

�304.
∫ dx

(x− 1)3 ·
√
x2 + 3x+ 1

.

Óêàçàíèå: ïîëîæèòü t =
1

x− 1
.

�305.
∫ 3x+ 2

(x+ 1)
√
x2 + 3x+ 3

dx.

�306. [6, � 1943] Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó∫
Pn(x)

y
dx = Qn−1(x) · y + λ

∫
dx

y
,

ãäå y =
√
ax2 + bx+ c, Pn(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n, Qn−1(x) �

ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè (n− 1) è λ � ÷èñëî, íàéòè èíòåãðàë∫
x3

√
1 + 2x− x2

dx.

�307. [6, � 1955] Íàéòè
∫ P (x)

Q(x) ·
√
ax2 + bx+ c

dx, ðàçëàãàÿ

ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ
P (x)

Q(x)
íà ïðîñòåéøèå äðîáè:

∫
x3

(1 + x)
√

1 + 2x− x2
dx.

�308. [6, � 1960] Íàéòè
∫ P (x)

Q(x) ·
√
ax2 + bx+ c

dx, ðàçëàãàÿ

ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ
P (x)

Q(x)
íà ïðîñòåéøèå äðîáè:

∫ √
x2 + 2

x2 + 1
dx.

�309. [6, � 1961]
∫ dx

(x2 + x+ 1)
√
x2 + x− 1

.

Óêàçàíèå: ïîëîæèòü t = x+
1

2
.
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�310. [6, � 1966] Ïðèìåíÿÿ ïîäñòàíîâêè Ýéëåðà:

1)
√
ax2 + bx+ c = ±

√
a · x+ t, åñëè a > 0;

2)
√
ax2 + bx+ c = xt±

√
c, åñëè c > 0;

3)
√
a(x− x1)(x− x2) = t(x− x1),

íàéòè èíòåãðàë ∫
dx

x+
√
x2 + x+ 1

.

�311. [6, � 1967] Ïðèìåíÿÿ ïîäñòàíîâêè Ýéëåðà, íàéòè èí-
òåãðàë ∫

dx

1 +
√

1− 2x− x2
.

�312. [6, � 1974]
∫ x+

√
1 + x+ x2

1 + x+
√

1 + x+ x2
dx.
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10.6 Îòâåòû è ðåøåíèÿ

294. Ñäåëàåì ðàöèîíàëèçèðóþùóþ ïîäñòàíîâêó t =
√
x, òîãäà

x = t2, dx = 2tdt è ïðèõîäèì ê èíòåãðàëó∫
dx

1 +
√
x

= 2

∫
tdt

1 + t
= 2

∫
((t+ 1)− 1)dt

1 + t
= 2(t−ln |t+1|)+C

= 2(
√
x− ln(

√
x+ 1)) + C.

295. Ñäåëàåì ðàöèîíàëèçèðóþùóþ ïîäñòàíîâêó t = 6
√
x, òî-

ãäà x = t6, dx = 6t5dt è ïðèõîäèì ê èíòåãðàëó (x > 0)∫
dx

x(1 + 2
√
x+ 3
√
x)

= 6

∫
dt

t(t+ 1)(2t2 − t+ 1)
=

= 6

∫ (
A

t
+

B

t+ 1
+

Ct+D

2t2 − t+ 1

)
dt.

Ìåòîäîì íåîïðåäåë¼ííûõ êîýôôèöèåíòîâ íàõîäèì A = 1,

B = −1

4
, C = −3

2
, D =

1

4
è ò. ä.

Îòâåò:
3

4
ln

x 3
√
x

(1 + 6
√
x)2 (1− 6

√
x+ 2 3

√
x)

3−
3

2
√

7
arctg

4 6
√
x− 1√

7
+C.

296. Ïåðåïèøåì èíòåãðàë â âèäå∫ √
x+ 1 + 2

(x+ 1)2 −
√
x+ 1

dx

è ñäåëàåì ïîäñòàíîâêó t =
√
x+ 1. Òîãäà x = t2 − 1, dx = 2tdt

è ïðèõîäèì ê èíòåãðàëó, âû÷èñëÿåìîìó ðàçëîæåíèåì ïîäûí-
òåãðàëüíîé ôóíêöèè íà ñóììó ýëåìåíòàðíûõ äðîáåé:∫

t+ 2

t4 − t
· 2t dt = ... =

∫ (
−2

t
+

1

t− 1
+

t

t2 + t+ 1

)
dt

è ò. ä.

297. Ñäåëàåì ðàöèîíàëèçèðóþùóþ ïîäñòàíîâêó t = 4
√
x, òî-

ãäà x = t4, dx = 4t3dt è ïðèõîäèì ê èíòåãðàëó∫
dx

(1 + 4
√
x)3 ·

√
x

= 4

∫
tdt

(1 + t)3
=
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(ñäåëàåì åù¼ îäíó çàìåíó u = t+ 1)

= 4

∫
(u− 1)

u3
du = −4

u
+

2

u2
+ C = − 4

1 + 4
√
x

+
2

(1 + 4
√
x)2

+ C.

298. Ïîä çíàêîì èíòåãðàëà âèäèì äðîáíî-ëèíåéíóþ èððà-

öèîíàëüíîñòü 3

√
2− x
2 + x

. Cîãëàñíî ðåêîìåíäàöèè ïðèìåíèì ïîä-

ñòàíîâêó t = 3

√
2− x
2 + x

, òîãäà x =
2(1− t3)

1 + t3
, 2 − x =

4t3

1 + t3
,

dx =
−12t2

(1 + t3)2
dt. Ïîäñòàâëÿÿ â èíòåãðàë, ïîëó÷èì (x 6= ±2)

∫
3

√
2− x
2 + x

· dx

(2− x)2
= −3

4

∫
dt

t3
=

3

8t2
+C =

3

8
· 3

√(
2 + x

2− x

)2

+C.

299. Ïåðåïèøåì èíòåãðàë â âèäå∫
dx

3
√

(x+ 1)2(x− 1)4
=

∫
dx

(x+ 1)(x− 1) 3

√
x−1
x+1

è ñäåëàåì ðàöèîíàëèçèðóþùóþ ïîäñòàíîâêó t = 3

√
x− 1

x+ 1
. Òî-

ãäà x =
t3 + 1

t3 − 1
, dx =

−6t2dt

(t3 − 1)2
, x + 1 =

2t3

t3 − 1
, x− 1 =

2

t3 − 1
è

ïðèõîäèì ê èíòåãðàëó

−3

2

∫
dt

t2
=

3

2t
+ C =

3

2
3

√
x+ 1

x− 1
+ C.

300. 1-é ñïîñîá. Ñäåëàåì çàìåíó t =
x√

x2 − 2
, òîãäà t2 =

x2

x2 − 2
⇒ x2 =

2t2

t2 − 1
, xdx =

−2tdt

(t2 − 1)2
è ïîëó÷àåì èíòåãðàë

∫
x√

x2 − 2
· xdx =

∫
−2t2 dt

(t2 − 1)2
= −2

∫
(t2 − 1) + 1

(t2 − 1)2
dt =

= −2

∫
dt

t2 − 1
+

∫
dt

(t− 1)2(t+ 1)2
= −2A+B.
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Çëåñü

A =
1

2
ln

∣∣∣∣x− 1

x+ 1

∣∣∣∣+ C1,

B =

∫ ( −1
4

t− 1
+

1
4

(t− 1)2
+

1
4

t+ 1
+

1
4

(t+ 1)2

)
dt =

=
1

4

(
− ln |t− 1| − 1

t− 1
+ ln |t+ 1| − 1

t+ 1

)
+ C =

= ln

∣∣∣∣x+ 1

x− 1

∣∣∣∣+
1

2
ln

∣∣∣∣ t− 1

t+ 1

∣∣∣∣+
2

t− 1
+

2

t+ 1
+ C,

ãäå t =
x√

x2 − 2
.

2-é ñïîñîá. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì:∫
x2

√
x2 − 2

dx =

∫
x d(

√
x2 − 1) = x

√
x2 − 1−

∫ √
x2 − 1dx = ...

3-é ñïîñîá. Èìååì∫
(x2 − 2) + 2√

x2 − 2
dx =

∫ √
x2 − 2dx+ 2

∫
dx√
x2 − 2

= ...

4-é ñïîñîá. Ïî ïðàâèëó èíòåãðèðîâàíèÿ áèíîìèàëüíîãî äèô-
ôåðåíöèàëà xm(a+ bxn)pdx, ïîëó÷àåì∫

x2

√
x2 − 2

dx =

∫
x2(x2 − 2)−

1
2dx,

ãäå m = n = 2, p = −1

2
, ïðè ýòîì

m+ 1

n
+ p � öåëîå.

5-é ñïîñîá. 1-ÿ ïîäñòàíîâêà Ýéëåðà (a = 1 > 0):
√
x2 − 2 =

t± x.
6-é ñïîñîá. 3-ÿ ïîäñòàíîâêà Ýéëåðà (åñòü äåéñòâèòåëüíûå

êîðíè):
√

(x−
√

2)(x+
√

2) = t(x−
√

2).

7-é ñïîñîá. Ïî ôîðìóëå∫
x2

√
x2 − 2

dx = (Ax+B)
√
x2 − 2 + λ

∫
dx√
x2 − 2

,
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ãäå A = 1
2 , B = 0, λ = 1.

8-é ñïîñîá. Ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïîäñòàíîâêà x =
√

2 ch t.

9-é ñïîñîá. Ïåðåïèñàâ èíòåãðàë â âèäå
∫ √x+

√
2

x−
√

2
· x

2 dx

x+
√

2
,

ñäåëàòü ïîäñòàíîâêó t =

√
x+
√

2

x−
√

2
(äðîáíî-ëèíåéíàÿ èððàöèî-

íàëüíîñòü).

10-é ñïîñîá. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ïîäñòàíîâêè x =

√
2

sin t
, ãäå

t ∈
[
−π

2
, 0
)⋃(

0,
π

2

]
, èëè x =

√
2

cos t
, ãäå t ∈

[
0,
π

2

)⋃(π
2
, π
]
.

301. Ïîëîæèì t =
√
x+
√
x+ 1, òîãäà x =

(
t2 − 1

2t

)2

. Ïåðå-

õîäÿ ê íîâîé ïåðåìåííîé, ïîëó÷èì (x ≥ 0)∫
dx

1 +
√
x+
√
x+ 1

=
1

2

∫
t3 − t2 + t− 1

t3
dt =

t

2
− 1

2
ln t− 1

2t
+

+
1

4t2
+ C =

√
x− 1

2
ln
(√
x+
√
x+ 1

)
+
x

2
− 1

2

√
x2 + x+ C.

302. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé x + 1 > 0. Ñäåëàåì

ïîäñòàíîâêó t =
1

x+ 1
, òîãäà x = −1+

1

t
, dx = −dt

t2
è ïðèõîäèì

ê èíòåãðàëó∫
dx

(x+ 1)
√
x2 + x+ 1

= −
∫

dt

t2 · 1
t

√
( 1
t2
− 2

t + 1) + (1
t − 1) + 1

=

= −
∫

d(t− 1
2)√(

t− 1
2

)2
+ 3

4

= − ln

∣∣∣∣∣∣
(
t− 1

2

)
+

√(
t− 1

2

)2

+
3

4

∣∣∣∣∣∣+C =

= − ln

( 1

x+ 1
− 1

2

)
+

√(
1

x+ 1
− 1

2

)2

+
3

4

+ C.

Ìîæíî áûëî ðåøàòü çàäà÷ó, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ 1-é ïîä-
ñòàíîâêè Ýéëåðà

√
x2 + x+ 1 = t − x, òîãäà èíòåãðàë ïðèâî-

äèòñÿ ê âèäó
∫ 2dt

t(t+ 2)
.

278



303. Ïîëîæèì t =
1

1− x
(> 0 íà ÎÄÇ), òîãäà x = 1 − 1

t
,

dx =
dt

t2
è ïðèõîäèì ê èíòåãðàëó

∫ dt
t2

1
t2

√
1−

(
1− 1

t

)2 =

∫
tdt√
2t− 1

=
1√
2

∫
tdt√
t− 1

2

=

(ïîëîæèì u =
√
t− 1

2 , t = u2 +
1

2
)

=
√

2

∫ (
1

2
+ u2

)
du =

√
2

(
1

2
u+

u3

3

)
+ C =

=

√
2

2

√
1

1− x
− 1

2
+

1

3

(√
1

1− x
− 1

2

)3

+ C = ... =

=
2− x

3(1− x)2

√
1− x2 + C.

304. Ïîëîæèì t =
1

x− 1
, òîãäà x = 1 +

1

t
, dx = −dt

t2
è â

ðåçóëüòàòå ïåðåõîäà ê íîâîé ïåðåìåííîé ïðèõîäèì ïðè t > 0 ê

èíòåãðàëó I = −
∫ t2dt√

5t2 + 5t+ 1
. Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìó-

ëîé (1):∫
t2dt√

5t2 + 5t+ 1
= (At+B)

√
5t2 + 5t+ 1 + λ

∫
dt√

5t2 + 5t+ 1
.

Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî òîæäåñòâî, ïîëó÷àåì

t2√
5t2 + 5t+ 1

= A
√

5t2 + 5t+ 1 +
(At+B)(10t+ 5)

2
√

5t2 + 5t+ 1
+

+
λ√

5t2 + 5t+ 1
.

Óìíîæèì ïîëó÷åííîå òîæäåñòâî íà 2
√

5t2 + 5t+ 1:

2t2 = t2(20A) + t(15A+ 10B) + (2A+ 5B + 2λ).
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Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ t , ïî-
ëó÷àåì ñèñòåìó

x2 : 2 = 20A,

x1 : 0 = 15A+ 10B,

x0 : 0 = 2A+ 5B + 2λ,

îòêóäà íàõîäèì A =
1

10
, B = − 3

20
, λ =

11

40
. Äàëåå,

∫
dt√

5t2 + 5t+ 1
=

1√
5

∫
d
(
t+ 1

2

)√(
t+ 1

2

)2 − 1
20

=

=
1√
5

ln

∣∣∣∣∣t+
1

2
+

√
t2 + t+

1

5

∣∣∣∣∣+ C.

Îêîí÷àòåëüíî ïðè t =
1

x− 1
èìååì

I = −
(
t

10
− 3

10

)√
5t2 + 5t+ 1− 11

40
√

5
ln

∣∣∣∣∣t+
1

2
+

√
t2 + t+

1

5

∣∣∣∣∣+C,
èëè

I =
3x− 5

20(x− 1)2

√
x2 + 3x+ 1−

− 11

40
√

5
ln

∣∣∣∣∣(x+ 1)
√

5 + 2
√
x2 + 3x+ 1

x− 1

∣∣∣∣∣+ C (x > 1).

305. Ðàçîáü¼ì èíòåãðàë íà ñóììó äâóõ èíòåãðàëîâ:∫
(3x+ 2)dx

(x+ 1)
√
x2 + 3x+ 3

=

∫
(3(x+ 1)− 1)dx

(x+ 1)
√
x2 + 3x+ 3

=

= 3

∫
dx√

x2 + 3x+ 3
−
∫

dx

(x+ 1)
√
x2 + 3x+ 3

= 3 · I1 + I2.

Âû÷èñëèì êàæäûé èç èíòåãðàëîâ I1 è I2. Ïåðâûé èíòåãðàë

òàáëè÷íûé: I1 = ln

∣∣∣∣x+
3

2
+
√
x2 + 3x+ 3

∣∣∣∣+C1. Â èíòåãðàëå I2
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ïîëîæèì t =
1

x+ 1
(t > 0):

I2 =

∫ dt
t2

1
t

√(
1
t − 1

)2
+ 3

(
1
t − 1

)
+ 3

=

∫
dt√

t2 + t+ 1
=

= ln

∣∣∣∣t+
1

2
+
√
t2 + t+ 1

∣∣∣∣+ C2.

Îêîí÷àòåëüíî èìååì∫
(3x+ 2)dx

(x+ 1)
√
x2 + 3x+ 3

= 3 ln

∣∣∣∣x+
3

2
+
√
x2 + 3x+ 3

∣∣∣∣
+ ln

∣∣∣∣∣ 1

x+ 1
+

1

2
+

√
1

(x+ 1)2
+

1

x+ 1
+ 1

∣∣∣∣∣+ C (x+ 1 > 0).

306. Ñîãëàñíî ìåòîäó, çàïèøåì ôîðìóëó∫
x3

√
1 + 2x− x2

dx = (ax2+bx+c)
√

1 + 2x− x2+λ

∫
dx√

1 + 2x− x2
,

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ýòî ðàâåíñòâî:

x3

√
1 + 2x− x2

= (2ax+ b)
√

1 + 2x− x2 +
(ax2 + bx+ c)(1− x)√

1 + 2x− x2
+

+
λ√

1 + 2x− x2
.

Óìíîæèì îáå ÷àñòè íà
√

1 + 2x− x2:

x3 ≡ (2ax+ b)(1 + 2x− x2) + (1− x)(ax2 + bx+ c) + λ

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ x â ëå-
âîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà (äëÿ ýòîãî ìíîãî÷ëåíû ïðåäâà-
ðèòåëüíî ïðèâîäÿòñÿ ê ñòàíäàðòíîìó âèäó), ïðèõîäèì ê ñèñòå-
ìå

x3 : 1 = −3a,

x2 : 0 = 5a− 2b,

x1 : 0 = 2a+ 3b− c,
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x0 : 0 = b+ c+ λ,

îòêóäà íàõîäèì a = −1

3
, b = −5

6
, c = −19

6
, λ = 4. Ïîäñòàâèì â

ôîðìóëó:∫
x3

√
1 + 2x− x2

dx =

(
−1

3
x2 − 5

6
x− 19

6

)√
1 + 2x− x2+

+4

∫
dx√

2− (x− 1)2
+ C =

=

(
−1

3
x2 − 5

6
x− 19

6

)√
1 + 2x− x2 + 4 arcsin

x− 1√
2

+ C.

307. Èìååì∫
(x3 + 1)− 1

(1 + x)
√

1 + 2x− x2
dx =

∫
x2 − x+ 1√
1 + 2x− x2

dx−

−
∫

1

(1 + x)
√

1 + 2x− x2
dx = I1 − I2.

Íàéä¼ì I1:∫
x2 − x+ 1√
1 + 2x− x2

dx = (ax+ b)
√

1 + 2x− x2 + λ

∫
dx√

1 + 2x− x2
.

Äèôôåðåíöèðóÿ è óìíîæàÿ çàòåì íà
√

1 + 2x− x2, ïîëó÷èì

x2 − x+ 1 ≡ a(1 + 2x− x2) + (ax+ b)(−x+ 1) + λ,

îòêóäà, ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ
x, ïîëó÷àåì

x2 : 1 = −2a,

x1 : −1 = 3a− b,
x0 : 1 = a+ b+ λ,

îòêóäà íàõîäèì a = b = −1

2
, λ = 2. Ïîäñòàâëÿÿ â èíòåãðàë,

ïîëó÷àåì∫
x2 − x+ 1√
1 + 2x− x2

dx = −1 + x

2

√
1 + 2x− x2+2

∫
d(x− 1)√

2− (x− 1)2
=
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= −1 + x

2

√
1 + 2x− x2 +

∫ d
(
x−1√

2

)
√

1− (x−1√
2

)2
=

= −1 + x

2

√
1 + 2x− x2 + 2 arcsin

x− 1√
2

+ C.

Íàéä¼ì I2: ∫
1

(1 + x)
√

1 + 2x− x2
dx =

(ïîäñòàíîâêà t =
1

x+ 1
, x =

1

t
− 1)

= −
∫

dt

t2 · 1
t

√
1 + 2(1

t − 1)− (1
t − 1)2

= −
∫

sgn t dt√
1− 2(t− 1)2

=

(ïîäñòàíîâêà z =
√

2(t− 1))

= − 1√
2

∫
sgn t dz√

1− z2
= ... = − 1√

2
· sgn t · arcsin(

√
2(t− 1)) + C =

=
1√
2

arcsin
x
√

2

|1 + x|
+ C.

308. Ïðåîáðàçóåì ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ ê âèäó
√
x2 + 2

x2 + 1
=

x2 + 2

(x2 + 1)
√
x2 + 2

=

(
1 +

1

x2 + 1

)
1√

x2 + 2
=

=
1√

x2 + 2
+

1

(x2 + 1)
√
x2 + 2

.

Òîãäà èíòåãðàë ðàçáèâàåòñÿ íà äâà èíòåãðàëà:∫ √
x2 + 2

x2 + 1
dx =

∫
dx√
x2 + 2

+

∫
dx

(x2 + 1)
√
x2 + 2

= I1 + I2,

ãäå I1 = ln
∣∣∣x+

√
x2 + 2

∣∣∣ + C1. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ I2 ñäåëàåì

ïîäñòàíîâêó t = (
√
x2 + 2)′ =

x√
x2 + 2

. Òîãäà t2 =
x2

x2 + 2
,
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x2 =
2t2

1− t2
⇒ xdx =

2tdt

(1− t2)2
è ïîëó÷àåì

∫
x · x dx

x2(x2 + 1)
√
x2 + 2

=

∫
dt

t2 + 1
= arctg t+C2 = arctg

x√
x2 + 2

+C2. Ñëåäîâàòåëüíî,∫ √
x2 + 2

x2 + 1
dx = ln

∣∣∣x+
√
x2 + 2

∣∣∣+ arctg
x√

x2 + 2
+ C.

309. Âûäåëÿÿ ïîëíûé êâàäðàò è ïîëàãàÿ t = x+
1

2
, ïîëó÷àåì∫

dx

(x2 + x+ 1)
√
x2 + x− 1

=

∫
dt

(t2 + 3
4)
√
t2 − 5

4

=

(ïîäñòàíîâêà z =
t√
t2 − 5

4

, òîãäà t2 =
5z2

4(z2 − 1)
, tdt =

− 5zdz

4(z2 − 1)2
. Òîãäà ïðè

∣∣∣∣x+
1

2

∣∣∣∣ > √5

2
ïîëó÷àåì èíòåãðàë)

=
1

2

∫
dz

3
8 − z2

=
1√
6

ln

∣∣∣∣∣
√

3 + 2
√

2z√
3− 2

√
2z

∣∣∣∣∣+ C =

=
1√
6

ln

∣∣∣∣∣
√

3(x2 + x− 1) +
√

2(2x+ 1)√
3(x2 + x− 1)−

√
2(2x+ 1)

∣∣∣∣∣+ C.

310. Òàê êàê a = 1 > 0, òî âîñïîëüçóåìñÿ 1-é ïîäñòàíîâ-
êîé Ýéëåðà:

√
x2 + x+ 1 = t − x, òîãäà x2 + x + 1 = (t − x)2,

x =
t2 − 1

1 + 2t
, dx =

2t2 + 2t+ 2

(1 + 2t)2
è èíòåãðàë ïðèìåò âèä

I = 2

∫
t2 + t+ 1

(1 + 2t)2 t
dt = 2

∫ (
A

(1 + 2t)2
+

B

1 + 2t
+
C

t

)
dt =

= 2

∫ ( −3
2

(1 + 2t)2
+

3
2

1 + 2t
+

1

t

)
dt = ... =
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=
3

2(2t+ 1)
+

1

2
ln

t4

|2t+ 1|3
+ C,

ãäå t = x+
√
x2 + x+ 1, x 6= −1.

311. Òàê êàê c = 1 > 0, òî ïðèìåíèì 2-þ ïîäñòàíîâêó Ýé-
ëåðà:

√
1− 2x− x2 = xt − 1, òîãäà 1 − 2x − x2 = (xt − 1)2.

Óïðîùàÿ è ñîêðàùàÿ íà x 6= 0, âûðàæàåì x =
2(t− 1)

t2 + 1
,

dx = 2
−t2 + 2t+ 1

(t2 + 1)2
dt è ïðèõîäèì ê èíòåãðàëó

∫
dx

1 +
√

1− 2x− x2
=

∫
−t2 + 2t+ 1

t(t− 1)(t2 + 1)
dt.

Ðàçëîæèì ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ íà ýëåìåíòàðíûå äðîáè:

−t2 + 2t+ 1

t(t− 1)(t2 + 1)
=
A

t
+

B

t− 1
+
Ct+D

t2 + 1
,

îòêóäà ïðèõîäèì ê ñèñòåìå

t3 : 0 = A+B + C,

t2 : −1 = −A− C +D,

t1 : 2 = A+B −D,
t0 : 1 = −A,

Ðåøàÿ ñèñòåìó, íàõîäèì A = −1, B = 1, C = 0, D = −2.
Ïîäñòàâëÿÿ â èíòåãðàë, ïîëó÷àåì

I = −
∫
dt

t
+

∫
dt

t− 1
− 2

∫
dt

t2 + 1
=

= ln

∣∣∣∣ t− 1

t

∣∣∣∣− 2 arctg t+ C, ãäå t =
1 +
√

1− 2x− x2

x
.

312. Ðàçîáü¼ì èíòåãðàë íà äâà èíòåãðàëà

I =

∫
x+
√

1 + x+ x2

1 + x+
√

1 + x+ x2
dx =

∫
dx−

∫
dx

1 + x+
√

1 + x+ x2
.

Âûïîëíèì 1-þ ïîäñòàíîâêó Ýéëåðà t = x+
√

1 + x+ x2, òîãäà

1+x+x2 = (x−t)2, x =
t2 − 1

2t+ 1
, dx =

2(t2 + t+ 1)

(2t+ 1)2
dt è ïðèõîäèì
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ê èíòåãðàëó

I = x− 2

∫
t2 + t+ 1

(1 + t)(2t+ 1)2
dt = ... =

=
√

1 + x+ x2 +
1

2
ln

1 + 2x+ 2
√

1 + x+ x2

(2 + x+ 2
√

1 + x+ x2)2
+ C.
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11 ÑÅÌÈÍÀÐ: Èíòåãðèðîâàíèå òðèãîíî-

ìåòðè÷åñêèõ è ãèïåðáîëè÷åñêèõ ôóíê-

öèé

¾×òîáû óçíàòü, ÷òî áóäåò, íàäî ê òîìó, ÷òî áûëî,
ïðèáàâèòü òî, ÷òî åñòü¿.

Íàðîäíàÿ ìóäðîñòü.

Äîìàøíåå çàäàíèå (èç ýòîé êíèãè): 313, 316-318, 320-
323, 325-326, 328, 329, 332-335, 339-341, 353-356.

+ ÏÎÄÃÎÒÎÂÊÀ Ê ÑÀÌÎÑÒÎßÒÅËÜÍÎÉ ÐÀ-
ÁÎÒÅ 11 äåêàáðÿ (ïîâòîðåíèå âñåãî ìàòåðèàëà ïåðåä ïðåä-
ñòîÿùèìè êîíòðîëüíîé è çà÷¼òíûìè ðàáîòàìè)

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé íàðÿäó
ñ àëãåáðàè÷åñêèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ýôôåêòèâíî èñïîëüçó-
þòñÿ âñåâîçìîæíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Âñå
èíòåãðàëû âû÷èñëÿþòñÿ íà ïðîìåæóòêàõ îáëàñòè îïðåäåëå-
íèÿ, ãäå ïîäûíòåãðàëüíûå ôóíêöèè îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû.
Â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ èíòåãðàëû âû÷èñëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåí-
íûì ñâåäåíèåì èõ ê òàáëè÷íûì. Íî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íà-
äî çíàòü ïîäõîäû è îñîçíàííî ïðèìåíÿòü èõ òàì, ãäå íóæíî.
Ðàññìîòðèì îòäåëüíûå êëàññû èíòåãðàëîâ îò òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé è îáùèå ðåêîìåíäàöèè ïî èõ âû÷èñëåíèþ.

11.1 Èíòåãðàëû âèäà
∫
R(sinx; cosx)dx

Çäåñü, êàê è ïðåæäå, ïîä R ïîíèìàåòñÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ
ñâîèõ àðãóìåíòîâ. Ýòî äîñòàòî÷íî øèðîêèé êëàññ èíòåãðàëîâ,
åñëè ó÷åñòü, ÷òî tg x è ctg x òàêæå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñèíóñ è
êîñèíóñ. Èíòåãðàëû äàííîãî âèäà âû÷èñëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè
ìåòîäàìè.

1. Ìåòîä óíèâåðñàëüíîé ïîäñòàíîâêè. Èíòåãðàëû âèäà∫
R(sinx; cosx)dx ïðèâîäÿòñÿ ê èíòåãðàëàì îò ðàöèîíàëüíûõ

ôóíêöèé ñ ïîìîùüþ óíèâåðñàëüíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ïîä-
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ñòàíîâêè t = tg
x

2

(
èëè t = ctg

x

2

)
.1 Òîãäà

sinx =
2t

1 + t2
, cosx =

1− t2

1 + t2
,

x = 2 arctg t, dx =
2dt

1 + t2
, è äàëåå èíòåãðàëû âû÷èñëÿþò-

ñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè ìåòîäàìè èíòåãðèðîâàíèÿ ðàöèîíàëü-
íûõ äðîáåé. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå

ïðèìåíåíèå ïîäñòàíîâêè t = tg
x

2
âîçìîæíî òîëüêî íà ïðî-

ìåæóòêàõ, íå ñîäåðæàùèõ òî÷åê âèäà π + 2πn, ãäå n ∈ Z
(−π + 2πn < x < π + 2πn). Â äàëüíåéøåì ýòî ïîäðàçóìåâà-
åòñÿ. Ê íåäîñòàòêàì ýòîãî ïîäõîäà ìîæíî îòíåñòè òîò ôàêò,
÷òî óíèâåðñàëüíàÿ ïîäñòàíîâêà âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïðèâîäèò
ê ñëîæíûì âû÷èñëåíèÿì. Â ÷àñòíîñòè, ýòèì ìåòîäîì ìîæíî

âû÷èñëÿòü èíòåãðàëû âèäà
∫ dx

a sinx+ b cosx+ c
.

Ïðèìåð 133. Âû÷èñëèòü
∫ dx

sinx+ 2
.

Ðåøåíèå. Èñïîëüçóåì óíèâåðñàëüíóþ ïîäñòàíîâêó t = tg
x

2
:

∫
dx

sinx+ 2
=

∫ 2dt
1+t2

2t
1+t2 + 2

=

∫
dt

t2 + t+ 1
=

∫
dt

(t+ 1
2 )2 + 3

4

=

=
2√
3

arctg
2t+ 1√

3
+ C, ãäå t = tg

x

2
. �

2. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ äàííîãî òè-
ïà ìîæåò áûòü óïðîùåíî çà ñ÷¼ò âûáîðà äðóãèõ, áîëåå óäà÷-
íûõ, ïîäñòàíîâîê.

Ñëó÷àé, êîãäà R(− sinx; cosx) = −R(sinx; cosx).

Åñëè ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íå÷¼òíà îòíîñèòåëüíî
sinx, ò. å. ïðè âñåõ x èç îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ âåðíî

1Â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèÿ R(sinx; cosx) ñ ïåðèîäîì 2π, äîñòà-
òî÷íî âû÷èñëèòü èíòåãðàë, íàïðèìåð, íà ïðîìåæóòêå x ∈ (−π, π), òî-
ãäà x

2
∈ (−π

2
, π

2
). Â ñëó÷àå ïîäñòàíîâêè â âèäå êîòàíãåíñà ìîæíî âçÿòü

x ∈ (0, 2π).
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R(− sinx; cosx) = −R(sinx; cosx), òî èíòåãðàë ðàöèîíàëèçè-
ðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè t = cosx.

Ïðèìåð 134. Âû÷èñëèòü
∫

tg xdx.

Ðåøåíèå. Èìååì∫
tg xdx =

∫
sinxdx

cosx
= −

∫
d(cosx)

cosx
= − ln | cosx|+ C,

ãäå x 6= π

2
+ πn, n ∈ Z. �

Ïðèìåð 135. Âû÷èñëèòü
∫ sinx+ sin3 x

cos 2x
dx.

Ðåøåíèå. Çàìåòèâ, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ
sinx(1 + sin2 x)

1− 2 sin2 x
íå÷¼òíà îòíîñèòåëüíî sinx, ñäåëàåì ðåêîìåí-

äóåìóþ ïîäñòàíîâêó t = cosx. Òîãäà sin2 x = 1− t2, − sinxdx = dt, è
ïîëó÷àåì∫

sinx(1 + sin2 x)

1− 2 sin2 x
dx =

∫
(2− cos2 x)(−d cosx)

2 cos2 x− 1
=

∫
(t2 − 2)dt

2t2 − 1
=

=

∫
t2 − 1

2 −
3
2

2
(
t2 − 1

2

) dt =
t

2
− 3

4

∫
dt

t2 − 1
2

=
t

2
− 3

4
√

2
ln

∣∣∣∣∣ t−
1√
2

t+ 1√
2

∣∣∣∣∣+ C =

=
cosx

2
− 3

4
√

2
ln

∣∣∣∣∣cosx− 1√
2

cosx+ 1√
2

∣∣∣∣∣+ C, ãäå x 6= π

4
+
πn

2
, n ∈ Z. �

Ñëó÷àé, êîãäà R(sinx;− cosx) = −R(sinx; cosx).

Åñëè ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ R(sinx; cosx) íå÷¼òíà îò-
íîñèòåëüíî cosx, ò. å. ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ x âåðíî ðàâåíñòâî
R(sinx;− cosx) = −R(sinx; cosx), òî ðåêîìåíäóåòñÿ ïîäñòàíîâ-
êà t = sinx.

Ïðèìåð 136. Âû÷èñëèòü
∫ cos3 x+ cos5 x

sin2 x+ sin4 x
dx.

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ

(cos2 x+ cos4 x) cosx

1− cos2 x+ (1− cos2 x)2
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íå÷¼òíà îòíîñèòåëüíî êîñèíóñà x, òî ïîëîæèì t = sinx:∫
cos2 x(1 + cos2 x)

sin2 x+ sin4 x
d(sinx) =

∫
(1− sin2 x)(2− sin2 x)

sin2 x(1 + sin2 x)
d(sinx) =

=

∫
(1− t2)(2− t2)dt

t2(1 + t2)
=

∫ (
1 +

2

t2
− 6

1 + t2

)
dt =

= sinx− 2

sinx
− 6 arctg(sinx) + C,

ãäå x 6= πn, n ∈ Z. �

Ñëó÷àé, êîãäà R(− sinx;− cosx) = R(sinx; cosx).

Åñëè ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ R(sinx; cosx) ÷¼òíà îòíîñè-
òåëüíî ñèíóñà è êîñèíóñà, ò. å. ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ x âûïîë-
íÿåòñÿ òîæäåñòâî R(− sinx;− cosx) = R(sinx; cosx), òî ê öåëè

ïðèâîäèò ïîäñòàíîâêà t = tg x, ãäå x ∈
(
−π

2
+ πn,

π

2
+ πn

)
(èëè t = ctg x, ãäå x ∈ (πn, π + πn)), n ∈ Z. Â äàííîì ñëó÷àå
â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè ñ ïåðèîäîì

T = π, äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü èíòåãðàë ïðè x ∈
(
−π

2
,
π

2

)
. Ïðè

ýòîì èç òîæäåñòâà 1 + tg2 x =
1

cos2 x
èìååì

sinx =
t√

1 + t2
, cosx =

1√
1 + t2

,

ãäå x = arctg t, dx =
dt

1 + t2
. Â ÷àñòíîñòè, ýòèì ñïîñîáîì ìîæíî

âû÷èñëÿòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèå èíòåãðàëû âèäà

∫ dx

a sin2 x+ b sinx cosx+ c cos2 x
.

Ïðèìåð 137. Âû÷èñëèòü
∫

tg2 x dx.

Ðåøåíèå. Èìååì∫
tg2 x dx =

∫
tg2 x · cos2 x · dx

cos2 x
=

∫
tg2 x

1 + tg2 x
d(tg x) =

=

∫
(tg2 x+ 1)− 1

1 + tg2 x
d(tg x) =
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=

∫
d(tg x)−

∫
d(tg x)

1 + tg2 x
= tg x− arctg(tg x) + C =

= tg x− x+ C, x 6= π

2
+ πn, n ∈ Z.

Îäíàêî ïðîùå áûëî ïîñòóïèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:∫
tg2 xdx =

∫
sin2 x

cos2 x
dx =

∫
1− cos2 x

cos2 x
dx =

=

∫
dx

cos2 x
−
∫
dx = tg x− x+ C. �

Ïðèìåð 138. Âû÷èñëèòü
∫ dx

sin2 x+ 2 sinx cosx− cos2 x
.

Ðåøåíèå. Èìååì∫
dx

cos2 x(tg2 x+ 2 tg x− 1)
=

∫
d tg x

tg2 x+ 2 tg x− 1
=

=

∫
d(tg x+ 1)

(tg x+ 1)2 − (
√

2)2
=

=
1

2
√

2
ln

∣∣∣∣∣ tg x+ 1−
√

2

tg x+ 1 +
√

2

∣∣∣∣∣+ C (tg x 6= −1±
√

2). �

Òåîðåìà (îáùèé ñëó÷àé). Ëþáîå ðàöèîíàëüíîå âûðàæåíèå
R(u, v) àðãóìåíòîâ u è v âñåãäà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóì-
ìû òð¼õ âûðàæåíèé, ðàññìîòðåííûõ âûøå:

R(u, v) =
R(u, v)−R(−u, v)

2
+
R(−u, v)−R(−u,−v)

2
+

+
R(−u,−v) +R(u, v)

2
,

èëè R(u, v) = R1(u, v)+R2(u, v)+R3(u, v), ãäå ôóíêöèÿ R1(u, v)
� íå÷¼òíà îòíîñèòåëüíî u, ôóíêöèÿ R2(u, v) � íå÷¼òíà îòíîñè-
òåëüíî v, à ôóíêöèÿ R3(u, v) � ÷¼òíà îòíîñèòåëüíî u è v.

Ïîýòîìó ìû ðàññìîòðåëè âåñüìà îáùèé ïîäõîä ê èíòå-
ãðèðîâàíèþ ðàöèîíàëüíûõ âûðàæåíèé îò òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
ôóíêöèé.
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11.2 Èíòåãðàëû âèäà
∫

sinn x cosm xdx

1. Èíòåãðàëû âèäà
∫

sinn xdx,
∫

cosn xdx (n ∈ N). Ýòè èíòå-
ãðàëû ìîæíî âû÷èñëÿòü, ïîñëåäîâàòåëüíî ïîíèæàÿ ñòåïåíü ñ
ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùèõ ôîðìóë:

sin2 x =
1− cos 2x

2
, cos2 x =

1 + cos 2x

2
,

sin3 x =
3 sinx− sin 3x

4
, cos3 x =

3 cosx+ cos 3x

4
,

sin4 x =
3− 4 cos 2x+ cos 4x

8
, cos4 x =

3 + 4 cos 2x+ cos 4x

8
è äð.

Èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì ìîæíî âûâåñòè îáùèå ôîðìóëû
ïîíèæåíèÿ ñòåïåíè äëÿ èíòåãðàëîâ äàííîãî âèäà.

Ïðèìåð 139. Âû÷èñëèòü
∫

sin3 xdx.

Ðåøåíèå. Èìååì∫
sin3 xdx =

1

4

∫
(3 sinx− sin 3x)dx = −3

4
cosx+

1

3
cos 3x+ C.

Ìîæíî áûëî èíòåãðèðîâàòü èíà÷å:∫
sin3 xdx =

∫
(1− cos2 x) sinxdx = −

∫
(1− cos2 x)d cosx =

=
cos3 x

3
− cosx+ C.

Ïðèìåð 140. Âû÷èñëèòü
∫

sin4 xdx.

Ðåøåíèå. Èìååì∫
sin4 xdx =

1

8

∫
(3− 4 cos 2x+ cos 4x) dx =

=
3

8
x− 1

4
sin 2x+

1

32
sin 4x+ C. �

Åñëè ôîðìóëû ïîíèæåíèÿ ñòåïåíè íåò ïîä ðóêîé, å¼ ëåãêî
ìîæíî âûâåñòè èëè èíòåãðèðîâàòü ïîñòåïåííî:∫ (

1− cos 2x

2

)2

dx =
1

4

∫ (
1− 2 cos 2x+

1 + cos 4x

2

)
dx =
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=
1

8

∫
(3− 4 cos 2x+ cos 4x)dx è ò. ä.

2. Ñëó÷àé, êîãäà n è m � ïîëîæèòåëüíûå ÷¼òíûå ÷èñ-
ëà. Åñëè îáà ïîêàçàòåëÿ n èm � ïîëîæèòåëüíûå ÷¼òíûå ÷èñëà,
òî, êàê è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, ïðèìåíÿþòñÿ ôîðìóëû ïîíè-
æåíèÿ äëÿ 2-é, 3-é, 4-é è ò. ä. ñòåïåíåé:

sinx cosx =
1

2
sin 2x, sin2 x =

1− cos 2x

2
, cos2 x =

1 + cos 2x

2
.

Ïðèìåð 141. Âû÷èñëèòü
∫

sin2 x cos4 xdx.∫
sin2 x cos4 xdx =

1

4

∫
cos2 x sin2 2xdx =

=
1

4

∫
1 + cos 2x

2
· 1− cos 4x

2
dx =

=
1

16

∫
(1 + cos 2x− cos 4x− cos 2x cos 4x)dx =

=
x

16
+

sin 2x

32
− sin 4x

64
− 1

32

∫
(cos 2x+ cos 6x)dx =

=
x

16
+

sin 2x

32
− sin 4x

64
− sin 2x

64
− sin 6x

192
+ C =

=
x

16
+

sin 2x

64
− sin 4x

64
− sin 6x

192
+ C. �

3. Ñëó÷àé, êîãäà n èëè m � íàòóðàëüíîå íå÷¼òíîå
÷èñëî.

Åñëè õîòÿ áû îäèí èç ïîêàçàòåëåé n èëè m � íàòóðàëüíîå
íå÷¼òíîå ÷èñëî, òî ðåêîìåíäóåìàÿ ïîäñòàíîâêà t = sinx (åñëè
m � íàòóðàëüíîå íå÷¼òíîå) èëè t = cosx (åñëè n � íàòóðàëüíîå
íå÷åòíîå). Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ ôîðìóëû cos2 x = 1− sin2 x,
sin2 x = 1− cos2 x, à òàêæå ôîðìóëû ïîíèæåíèÿ ñòåïåíè

sin3 x =
3 sinx− sin 3x

4
, cos3 x =

3 cosx+ cos 3x

4
è äð.

Ïðèìåð 142. Âû÷èñëèòü
∫

sin5 x cos4 x dx.
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Ðåøåíèå. Èìååì∫
sin5 x cos4 xdx = −

∫
sin4 x cos4 x d(cosx) =

= −
∫

(1− cos2 x)2 cos4 x d(cosx) =

= −
∫

(cos4 x− 2 cos6 x+ cos8 x)d(cosx) =

= −1

5
cos5 x+

2

7
cos7 x− 1

9
cos9 x+ C. �

4. Ñëó÷àé, êîãäà n è m � öåëûå îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà
îäíîé ÷¼òíîñòè.

Åñëè n è m � öåëûå îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà îäíîé ÷¼òíî-
ñòè (îáà îäíîâðåìåííî ÷¼òíû ëèáî îáà íå÷¼òíû), òî ïîëàãàþò
t = tg x (èëè t = ctg x) è ïðèìåíÿþò ôîðìóëû

1 + tg2 x =
1

cos2 x
, 1 + ctg2 x =

1

sin2 x
, sin2 x+ cos2 x = 1.

Òàêæå áûâàåò èíîãäà ïîëåçíî ïîíèçèòü ñòåïåíè â çíàìåíàòåëå,
ïðåäñòàâëÿÿ åäèíèöó â ÷èñëèòåëå äðîáè êàê òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêóþ åäèíèöó (èëè å¼ ñòåïåíü).

Ïðèìåð 143. Âû÷èñëèòü
∫ dx

sin3 x cos5 x
.

Ðåøåíèå. Èìååì∫
dx

sin3 x
cos3 x · cos2 x · cos6 x

=

∫
d(tg x)

tg3 x · 1
(1+tg2 x)3

=

=

∫
(1 + tg2 x)3 d(tg x)

tg3 x
=

∫
(1 + u2)3 du

u3
=

=

∫ (
1

u3
+

3

u
+ 3u+ u3

)
du = − 1

2u2
+ 3 ln |u|+ 3

2
u2 +

1

4
u4 + C =

= − 1

2 tg2 x
+ 3 ln | tg x|+ 3

2
tg2 x+

1

4
tg4 x+ C (x 6= πn

2
, n ∈ Z). �

Ïðèìåð 144. Âû÷èñëèòü
∫ dx

sin2 x cos2 x
.
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Ðåøåíèå. 1-é ñïîñîá. Ðàñïèøåì åäèíèöó â ÷èñëèòåëå êàê òðèãî-
íîìåòðè÷åñêóþ∫

dx

sin2 x cos2 x
=

∫
(sin2 x+ cos2 x)dx

sin2 x cos2 x
=

∫
dx

cos2 x
+

∫
dx

sin2 x
=

= tg x− ctg x+ C (x 6= πn

2
, n ∈ Z).

2-é ñïîñîá. Ìîæíî áûëî ïåðåéòè ê ñèíóñó äâîéíîãî óãëà:∫
dx

sin2 x cos2 x
=

∫
4dx

sin2 2x
= 2

∫
d(2x)

sin2 2x
= −2 ctg 2x+ C. �

Â ÷àñòíîñòè, ðàññìîòðèì âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ âèäà∫ dx

sinn x
,
∫ dx

cosn x
(n ∈ N).

Ñëó÷àé n = 1. Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû à)
∫ dx

sinx
, á)

∫ dx

cosx
.

à) Èìååì:∫
dx

sinx
=

∫
sinx

sin2 x
dx = −

∫
d(cosx)

1− cos2 x
=

∫
d(cosx)

cos2 x− 1
=

=
1

2
ln

∣∣∣∣cosx− 1

cosx+ 1

∣∣∣∣+C =
1

2
· ln

∣∣∣∣∣ sin2 x
2

cos2 x
2

∣∣∣∣∣+C =
1

2
· ln
(

tg2 x

2

)
+C =

= ln
∣∣∣tg x

2

∣∣∣+ C.

Äðóãîé ñïîñîá:∫
dx

sinx
=

∫
d(x2 )

sin x
2 cos x2

=

∫
d(x2 )

cos2 x
2 tg x

2

=

∫
d(tg x

2 )

tg x
2

=

= ln
∣∣∣tg x

2

∣∣∣+ C.

á) Èìååì:∫
dx

cosx
=

∫
cosx dx

cos2 x
=

∫
d(sinx)

1− sin2 x
=

1

2
ln

∣∣∣∣sinx+ 1

sinx− 1

∣∣∣∣+ C.
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Äðóãîé ñïîñîá:∫
dx

cosx
=

∫
dx

sin(x+ π
2 )

=

∫
d(x+ π

2 )

sin(x+ π
2 )

= ln
∣∣∣tg (x

2
+
π

4

)∣∣∣+ C.

Ñëó÷àé n = 2: òàáëè÷íûå èíòåãðàëû.

Ñëó÷àé n = 3:
∫ dx

sin3 x
, á)

∫ dx

cos3 x
.

∫
dx

sin3 x
=

∫
sinx dx

sin4 x
= −

∫
d(cosx)

(1− cos2 x)2
= −

∫
dt

(1− t)2(1 + t)2
= ...

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîñòóïèòü ñî âòîðûì èíòåãðàëîì.

Ñëó÷àé n = 4. Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû:

à)
∫ dx

sin4 x
, á)

∫ dx

cos4 x
.

∫
dx

sin4 x
= −

∫
1

sin2 x
d(ctg x) = −

∫
(1 + ctg2 x)d(ctg x) =

= − ctg x− 1

3
ctg3 x+ C (x 6= πn, n ∈ Z).∫

dx

cos4 x
=

∫
1

cos2 x
d(tg x) =

∫
(1 + tg2 x)d(tg x) =

= tg x+
1

3
tg3 x+ C (x 6= π

2
+ πn, n ∈ Z).

Âîîáùå, ïðè n > 2 èíòåãðàë
∫ dx

sinn x
ñâîäèòñÿ ê ðàññìîòðåí-

íîìó âûøå òèïó èíòåãðàëîâ
∫

sinn x cosm xdx äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà
n è m � öåëûå îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà îäíîé ÷¼òíîñòè:∫

dx

sinn x
=

∫
d(x2 )

2n−1 sinn x cosn x
2

=
1

2n−1

∫
du

sinn u · cosn u
.

Èíòåãðàë âèäà
∫ dx

cosn x
ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëó òèïà

∫ dt

sinn t
:

∫
dx

cosn x
=

∫
d(x+ π

2 )

sinn(x+ π
2 )

=

∫
dt

sinn t
.
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Èíòåãðàëû îò íå÷¼òíîé íàòóðàëüíîé ñòåïåíè ñåêàíñà èëè
êîñåêàíñà íàõîäÿòñÿ ïî ðåêóððåíòíûì ôîðìóëàì ïîíèæåíèÿ:∫

dx

cos2n+1 x
=

1

2n
· sinx

cos2n x
+

(
1− 1

2n

)∫
dx

cos2n−1 x
, (1)

∫
dx

sin2n+1 x
= − 1

2n
· cosx

sin2n x
+

(
1− 1

2n

)∫
dx

sin2n−1 x
. (2)

5. Ñëó÷àé, êîãäà n è m � öåëûå îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà,
ïðè÷¼ì îäíî èç íèõ íå÷¼òíîå.

Åñëè n è m � öåëûå îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, ïðè÷¼ì îäíî èç
íèõ íå÷¼òíîå, òî ïîëàãàþò t = sinx (åñëè m � íå÷¼òíîå) èëè
t = cosx (åñëè n � íå÷¼òíîå). Èíîãäà â ñëó÷àå áîëüøèõ ñòåïå-
íåé n èm ñ öåëüþ ïîíèæåíèÿ ýòèõ ñòåïåíåé ïîëåçíî â ÷èñëèòå-
ëå ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè íåîäíîêðàòíî çàìåíèòü åäèíèöó
òðèãîíîìåòðè÷åñêîé åäèíèöåé â âèäå ñóììû sin2 x+ cos2 x èëè
äàæå å¼ ñòåïåíüþ.

Ïðèìåð 145. Âû÷èñëèòü
∫ dx

sin3 x cos4 x
.

Ðåøåíèå. Ïðåäñòàâèì åäèíèöó â ÷èñëèòåëå êàê êâàäðàò òðèãîíî-
ìåòîðè÷åñêîé:∫

dx

sin3 x cos4 x
=

∫
(sin2 x+ cos2 x)2dx

sin3 x cos4 x
=

=

∫
sinx dx

cos4 x
+ 2

∫
dx

sinx cos2 x
+

∫
dx

sin3 x
=

(âî âòîðîì èíòåãðàëå åù¼ ðàç ðàñïèøåì åäèíèöó â ÷èñëèòåëå, òåïåðü
ïðîñòî êàê òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ)

=
1

3 cos3 x
+ 2

∫
(sin2 x+ cos2 x)dx

sinx cos2 x
+

∫
dx

sin3 x
=

=
1

3 cos3 x
+ 2

∫
sinxdx

cos2 x
+ 2

∫
dx

sinx
+

∫
dx

sin3 x
=

(âñå èíòåãðàëû óæå âû÷èñëÿëèñü ðàíåå)

=
1

3 cos3 x
+

2

cosx
− cosx

2 sin2 x
+

5

2
ln
∣∣∣tg x

2

∣∣∣+ C (x 6= πn

2
, n ∈ Z). �
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6. Ñëó÷àé, êîãäà îäèí èç ïîêàçàòåëåé ñòåïåíåé ÷¼ò-
íûé, à äðóãîé � öåëûé îòðèöàòåëüíûé.

Åñëè n � ÷¼òíîå ÷èñëî, à m � öåëîå îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, òî
ìîæíî çàìåíèòü sin2 x ïî ôîðìóëå sin2 x = 1− cos2 x, è â ýòîì

ñëó÷àå èíòåãðàë ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëó âèäà
∫ dx

cosn x
(n ∈ N). Â

ñëó÷àå ÷¼òíîãî m è öåëîãî îòðèöàòåëüíîãî n àíàëîãè÷íî çàìå-
íÿþò cos2 x íà 1 − sin2 x. Åñëè îáà ïîêàçàòåëÿ n è m � ÷¼òíû,
òî ïîëàãàþò t = tg x. Åñëè îáà ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè îòðèöàòåëü-
íû, òî ñ öåëüþ ïîíèæåíèÿ ýòèõ ñòåïåíåé èíîãäà ðåêîìåíäóåòñÿ
çàìåíèòü åäèíèöó â ÷èñëèòåëå ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè ñóì-
ìîé sin2 x+ cos2 x èëè å¼ ñòåïåíüþ.

Ïðèìåð 146. Âû÷èñëèòü
∫ sin4 x dx

cos5 x
.

Ðåøåíèå. Èìååì∫
(1− cos2 x)2

cos5 x
dx =

∫
dx

cos5 x
− 2

∫
dx

cos3 x
+

∫
dx

cosx
= I1 + I2 + I3.

Îñòàëîñü ïîäñòàâèòü âìåñòî I1, I2 è I3 èçâåñòíûå âûðàæåíèÿ äëÿ
ýòèõ èíòåãðàëîâ (ïåðâûé èç èíòåãðàëîâ âû÷èñëÿåòñÿ â îäíîé èç çà-
äà÷ â êîíöå äàííîãî ïàðàãðàôà:

I1 =
sinx

4 cos4 x
+

3 sinx

8 cos2 x
+

3

8
ln
∣∣∣tg (x

2
+
π

4

)∣∣∣).
Îòâåò:

sinx

4 cos4 x
− 5 sinx

8 cos2 x
+

3

8
ln
∣∣∣tg (x

2
+
π

4

)∣∣∣+C, x 6= π

2
+πn, n ∈ Z.

Ïðèìåð 147. Âû÷èñëèòü
∫ sin2 x

cos6 x
dx.

Ðåøåíèå. Ïîëàãàÿ t = tg x, íàõîäèì∫
sin2 x

cos4 x
· dx

cos2 x
=

∫
t2(t2 + 1)dt =

t5

5
+
t3

3
+ C =

tg5 x

5
+

tg3

3
+ C,

ãäå x 6= π

2
+ πn, n ∈ Z. �

7. Ñëó÷àé, êîãäà îäèí èç ïîêàçàòåëåé ñòåïåíåé
íå÷¼òíûé, à äðóãîé � öåëûé îòðèöàòåëüíûé.

Åñëè n � íå÷¼òíîå ÷èñëî, à m � öåëîå îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî,
òî ïîëàãàþò t = cosx è ïðèìåíÿþò ôîðìóëó sin2 x = 1− cos2 x.
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Â ñëó÷àå, êîãäà m � íå÷¼òíîå, à n � öåëîå îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî,
ïîëàãàþò t = sinx è ïðèìåíÿþò ôîðìóëó cos2 x = 1− sin2 x.

Ïðèìåð 148. Âû÷èñëèòü
∫ sin7 x

cos2 x
dx.

Ðåøåíèå. Èìååì∫
sin7 x

cos2 x
dx = −

∫
sin6 x d(cosx)

cos2 x
= −

∫
(1− cos2 x)3 d(cosx)

cos2 x
=

= −
∫

1− 3u2 + 3u4 − u6

u2
du =

1

u
+ 3u− u3 +

1

5
u5 + C =

=
1

cosx
+ 3 cosx− cos3 x+

1

5
cos5 x+ C (x 6= π

2
+ πn, n ∈ Z). �

11.3 Èíòåãðàëû âèäà
∫

sin(ax) cos(bx)dx,∫
sin(ax) sin(bx)dx,

∫
cos(ax) cos(bx)dx,

à òàêæå
∫

sin(ax) sin(bx) sin(cx)dx è äð.

Ýòè èíòåãðàëû íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
ôîðìóë ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèé ñèíóñîâ è êîñèíóñîâ â
ñóììû (ðàçíîñòè):

sinα · cosβ =
1

2
(sin(α− β) + sin(α+ β)) ,

sinα · sinβ =
1

2
(cos(α− β)− cos(α+ β)) ,

cosα · cosβ =
1

2
(cos(α− β) + cos(α+ β)) .

Ïðèìåð 149. Âû÷èñëèòü
∫

(cos 3x · cosx)dx.

Ðåøåíèå. Èìååì∫
cos 3x · cosxdx =

1

2

∫
(cos 4x+ cos 2x)dx =

1

8
sin 4x+

1

4
sin 2x+C. �
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11.4 Èíòåãðàëû âèäà
∫

tgn xdx,
∫

ctgn xdx (n ∈ N)

Ñëó÷àè n = 1 è n = 2 ðàññìîòðèòå îòäåëüíî. Ïðè n > 2 óêà-
çàííûå èíòåãðàëû âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóë

tg2 x =
1

cos2 x
− 1 è ctg2 x =

1

sin2 x
− 1,

êîòîðûå ïîñëåäîâàòåëüíî ïîíèæàþò ñòåïåíü òàíãåíñà èëè êî-
òàíãåíñà.

Ïðèìåð 150. Âû÷èñëèòü
∫

tg7 xdx.

Ðåøåíèå. Èìååì∫
tg7 xdx =

∫
tg5 x

(
1

cos2 x
− 1

)
dx =

∫
tg5 x d(tg x)−

∫
tg5 xdx =

=
1

6
tg6 x−

∫
tg3 x

(
1

cos2 x
− 1

)
dx =

1

6
tg6 x−

∫
tg3 x d(tg x)+

+

∫
tg3 xdx =

1

6
tg6 x− 1

4
tg4 x+

∫
tg x

(
1

cos2 x
− 1

)
dx =

=
1

6
tg6 x− 1

4
tg4 x+

∫
tg x d(tg x)−

∫
tg x dx =

=
1

6
tg6 x− 1

4
tg4 x+

1

2
tg2 x+

∫
d(cosx)

cosx
=

=
1

6
tg6 x− 1

4
tg4 x+

1

2
tg2 x+ ln | cosx|+ C (x 6= π

2
+ πn, n ∈ Z). �

11.5 Èíòåãðàëû âèäà∫ dx

a sinx + b cosx
,
∫ dx

a sinx + b cosx + c

1. Ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëîâ âèäà
∫ dx

a sinx+ b cosx
ìîæíî

ñäåëàòü óíèâåðñàëüíóþ ïîäñòàíîâêó t = tg
x

2
. Âìåñòå ñ òåì

ìîæíî ñíà÷àëà ïðåîáðàçîâàòü ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ ìå-
òîäîì ââåäåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîãî àðãóìåíòà

1

a sinx+ b cosx
=

1√
a2 + b2 · sin(x+ ϕ)

,
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ãäå sinϕ =
b√

a2 + b2
, cosϕ =

a√
a2 + b2

, è ïîëîæèòü äàëåå

t = tg
x+ ϕ

2
. Òîãäà dx =

2dt

1 + t2
, sin(x+ϕ) =

2t

1 + t2
è ïðèõîäèì

ê èíòåãðàëó

1√
a2 + b2

∫
dt

t
=

1√
a2 + b2

·ln |t|+C =
1√

a2 + b2
·ln
∣∣∣∣tg x+ ϕ

2

∣∣∣∣+C.
2. Èíòåãðàëû âèäà

∫ dx

a sinx+ b cosx+ c
âû÷èñëÿþòñÿ óíè-

âåðñàëüíîé ïîäñòàíîâêîé t = tg
x

2
. Òîãäà x = 2 arctg t,

dx =
2dt

1 + t2
, sinx =

2t

1 + t2
, cosx =

1− t2

1 + t2
è èíòåãðàë ñâîäèòñÿ

ê èíòåãðàëó îò ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè.

Ïðèìåð 151. Âû÷èñëèòü
∫ dx

3 sinx+ cosx
.

Ðåøåíèå. 1-é ñïîñîá.∫
dx

3 sinx+ cosx
=

∫
dx√

10 · sin(x+ ϕ)
,

ãäå ϕ = arcsin
1√
10
. Ïîëîæèì t = tg

x+ ϕ

2
, òîãäà

1√
10

∫
dx

sin(x+ ϕ)
=

1√
10

∫ 2dt
1+t2

2t
1+t2

=
1√
10

∫
dt

t
=

1√
10

ln |t|+ C =

=
1√
10

ln

∣∣∣∣tg x+ ϕ

2

∣∣∣∣+ C (sin(x+ ϕ) 6= 0).

2-é ñïîñîá.∫
dx

3 sinx+ cosx
=

∫
dx

6 sin x
2 cos x2 + cos2 x

2 − sin2 x
2

=

=

∫
dx(

6 tg x
2 + 1− tg2 x

2

)
cos2 x

2

= −2

∫
d(tg x

2 )

tg2 x
2 − 6 tg x

2 − 1
=

= −2

∫
dt

(t− 3)2 − 10
= − 1√

10
ln

∣∣∣∣∣ t− 3−
√

10

t− 3 +
√

10

∣∣∣∣∣+ C =
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= − 1√
10

ln

∣∣∣∣∣ tg x
2 − 3−

√
10

tg x
2 − 3 +

√
10

∣∣∣∣∣+ C (cos
x

2
6= 0). �

Ïðèìåð 152. Âû÷èñëèòü
∫ dx

sinx+ 1
.

Ðåøåíèå. Ïîìèìî ìåòîäà óíèâåðñàëüíîé ïîäñòàíîâêè, ýòîò èíòå-
ãðàë ìîæíî òàêæå âû÷èñëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:∫

dx

sinx+ 1
= −

∫
d(π2 − x)

1 + cos(π2 − x)
= −

∫
d(π4 −

x
2 )

cos2(π4 −
x
2 )

=

= − tg
(π

4
− x

2

)
+ C (x 6= −π

2
+ 2πn, n ∈ Z). �

11.6 Èíòåãðàëû âèäà∫ dx

sin(x + a) · sin(x + b)
,
∫ dx

cos(x + a) · cos(x + b)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïåðâîãî èç èíòåãðàëîâ èñïîëüçóåòñÿ èñêóñ-
ñòâåííûé ïðè¼ì óìíîæåíèÿ è îäíîâðåìåííîãî äåëåíèÿ ïîäûí-
òåãðàëüíîé ôóíêöèè íà âûðàæåíèå sin(a− b) (6= 0) ñ ïîñëåäó-
þùèì ðàçáèåíèåì èíòåãðàëà íà ðàçíîñòü äâóõ èíòåãðàëîâ:∫

dx

sin(x+ a) · sin(x+ b)
=

1

sin(a− b)

∫
sin(a− b)

sin(x+ a) · sin(x+ b)
dx =

=
1

sin(a− b)

∫
sin((x+ a)− (x+ b))

sin(x+ a) · sin(x+ b)
dx =

=
1

sin(a− b)

∫
sin(x+ a) cos(x+ b)− cos(x+ a) sin(x+ b)

sin(x+ a) · sin(x+ b)
dx =

=
1

sin(a− b)

(∫
cos(x+ b)

sin(x+ b)
dx−

∫
cos(x+ a)

sin(x+ a)
dx

)
=

=
1

sin(a− b)
· ln
∣∣∣∣ sin(x+ b)

sin(x+ a)

∣∣∣∣+ C.

Âòîðîé èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.
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Èíòåãðàëû âèäà
∫ dx

sin(x+ a) · cos(x+ b)
ñ ïîìîùüþ ôîðìóë

ïðèâåäåíèÿ ñâîäÿòñÿ ê îäíîìó èç ïðåäûäóùèõ âèäîâ, íàïðèìåð∫
dx

sin(x+ a) cos(x+ b)
= −

∫
dx

sin(x+ a) sin
(
x+ (b− π

2 )
) è ò. ä.

11.7 Èíòåãðàëû âèäà
∫ dx

sinx− sin a
,
∫ dx

cosx− cos a

Ïðè âû÷èñëåíèè ïåðâîãî èç èíòåãðàëîâ ñëåäóåò óìíîæèòü è
ðàçäåëèòü ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ íà cos a è çàòåì âîñïîëü-
çîâàòüñÿ òîæäåñòâàìè

sinx−sin a = 2 sin
x− a

2
cos

x+ a

2
, cos a = cos

(
x− a

2
− x+ a

2

)
.

11.8 Èíòåãðàëû âèäà
∫ a1 sinx + b1 cosx

a sinx + b cosx
dx.

Ïðè âû÷èñëåíèè èíòãðàëîâ äàííîãî âèäà ïðåäñòàâèì ÷èñëè-
òåëü a1 sinx + b1 cosx äðîáè â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè çíà-
ìåíàòåëÿ a sinx+ b cosx è åãî ïðîèçâîäíîé a cosx− b sinx :

a1 sinx+ b1 cosx ≡ A(a sinx+ b cosx) +B(a cosx− b sinx),

ãäå A è B � ïîñòîÿííûå. Íàéä¼ì A è B ìåòîäîì íåîïðåäåë¼í-
íûõ êîýôôèöèåíòîâ. Äâà ëèíåéíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíî-
ãî÷ëåíà îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé sinx è cosx òîæäåñòâåííî ðàâ-
íû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàâíû èõ êîýôôèöèåíòû, ñîîò-
âåòñòâåííî, ïðè sinx è cosx. Ïîýòîìó ïðèõîäèì ê ñèñòåìå

{
a1 = Aa−Bb,
b1 = Ab+Ba,

⇔


A =

a1a+ b1b

a2 + b2
,

B =
ab1 − a1b

a2 + b2
.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå ðàçëîæåíèå ïîä çíàê èíòåãðàëà, íàõî-
äèì: ∫

a1 sinx+ b1 cosx

a sinx+ b cosx
dx =
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=

∫
A(a sinx+ b cosx) +B(a cosx− b sinx)

a sinx+ b cosx
dx =

= Ax+B

∫
d(a sinx+ b cosx)

a sinx+ b cosx
= Ax+B ln |a sinx+ b cosx|+C.

Ïðèìåð 153. Âû÷èñëèòü
∫ sinx− 3 cosx

4 sinx+ 5 cosx
dx.

Ðåøåíèå. Ïðåäñòàâèì ÷èñëèòåëü â âèäå

sinx− 3 cosx ≡ A(4 sinx+ 5 cosx) +B(4 cosx− 5 sinx).

Îòñþäà èìååì ñèñòåìó{
1 = 4A− 5B,

−3 = 5A+ 4B,
⇔

{
A = − 11

41 ,

B = − 17
41 .

Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê èíòåãðàëó∫
sinx− 3 cosx

4 sinx+ 5 cosx
dx = −11

41

∫
dx− 17

41

∫
d(4 sinx+ 5 cosx)

4 sinx+ 5 cosx
=

= −11

41
x− 17

41
ln |4 sinx+ 5 cosx|+ C. �

11.9 Èíòåãðàëû, áåðóùèåñÿ ïî ÷àñòÿì

×àñòî â ñèòóàöèÿõ, êîãäà ïîä çíàêîì èíòåãðàëà ïîìèìî òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè íàõîäèòñÿ ôóíêöèÿ äðóãîãî òèïà
(àëãåáðàè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí, ëîãàðèôìè÷åñêàÿ èëè ïîêàçàòåëü-
íàÿ), äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàë ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä èíòåãðèðî-
âàíèÿ ïî ÷àñòÿì.

Ïðèìåð 154. Âû÷èñëèòü
∫

cos2(
√
x)dx.

Ðåøåíèå. Ïîëîæèì t =
√
x, òîãäà x = t2, dx = 2tdt è ïðèõîäèì ê

èíòåãðàëó (x > 0)∫
cos2(

√
x)dx = 2

∫
t · cos2 tdt =

∫
t(1 + cos 2t)dt =

t2

2
+

∫
t · cos 2tdt.

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì:

I =
t2

2
+

1

2
t sin 2t+

1

4
cos 2t+C =

x

2
+

1

2

√
x sin(2

√
x) +

1

4
cos(2

√
x) +C.
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Ïðèìåð 155. Âû÷èñëèòü
∫ x · cosx dx

sin3 x
.

Ðåøåíèå. Èìååì∫
x · cosx dx

sin3 x
=

∫
x d(sinx)

sin3 x
=

∫
x d

(
− 1

2 sin2 x

)
=

= − x

2 sin2 x
+

1

2

∫
dx

sin2 x
= − x

2 sin2 x
− 1

2
ctg x+ C (x 6= πn, n ∈ Z).

Ïðèìåð 156. Âû÷èñëèòü
∫

(x · tg2 x)dx.

Ðåøåíèå. Èìååì∫
(x · tg2 x)dx =

∫
x d(tg x− x) = x(tg x− x)−

∫
(tg x− x)dx =

= x · tg x− x2

2
+ ln | cosx|+ C (x 6= π

2
+ πn, n ∈ Z). �

11.10 Èíòåãðèðîâàíèå ãèïåðáîëè÷åñêèõ, ïîêàçà-
òåëüíûõ, ëîãàðèôìè÷åñêèõ âûðàæåíèé

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè âûðàæåíèé, ñîäåðæàùèõ ëîãàðèôìè÷å-
ñêèå, ãèïåðáîëè÷åñêèå è ïðî÷èå òðàíñöåíäåíòíûå ôóíêöèè,
äëÿ ïðåîáðàçîâàíèé èñïîëüçóþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìóëû.
Ïðè ýòîì áîëüøèíñòâî ïðàêòè÷åñêèõ ïðè¼ìîâ èíòåãðèðîâàíèÿ
ãèïåðáîëè÷åñêèõ ôóíêöèé èìåþò ñâîè àíàëîãè ñðåäè ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ïðè¼ìîâ, ðàçðàáîòàííûõ äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
ôóíêöèé.

Ïðèìåð 157. Âû÷èñëèòü
∫

ch4 x dx.

Ðåøåíèå. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó ïîíèæåíèÿ ñòåïåíè, ïîëó÷àåì∫
ch4 x dx =

1

4

∫
(1 + ch 2x)2dx =

1

4

∫ (
1 + 2 ch 2x+

1 + ch 4x

2

)
dx =

=
1

4

∫ (
3

2
+ 2 ch 2x+

1

2
ch 4x

)
dx =

1

4

(
3x

2
+ sh 2x+

1

8
sh 4x

)
+ C. �
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Åñëè ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ñîäåðæèò ïîêàçàòåëüíóþ
ôóíêöèþ, òî ëèáî ýòîò èíòåãðàë ñâîäèòñÿ ê òàáëè÷íîìó, ëèáî
ñëåäóåò ïîäîáðàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîäñòàíîâêó (âíåñòè ïîä-
õîäÿùóþ ôóíêöèþ ïîä çíàê äèôôåðåíöèàëà), ëèáî ïðîèíòå-
ãðèðîâàòü ïî ÷àñòÿì.

Ïðèìåð 158. Âû÷èñëèòü
∫

(2x · 32x · 53x) dx.

Ðåøåíèå. Èìååì∫
(2x · 32x · 53x) dx =

∫
(2 · 32 · 53)xdx =

∫
2250xdx =

2250x

ln 2250
+ C. �

Ïðèìåð 159. Âû÷èñëèòü
∫
e−

1
x2 · dx

x3
.

Ðåøåíèå. Âíåñ¼ì
1

x3
ïîä çíàê äèôôåðåíöèàëà:

dx

x3
= d

(
− 1

x2

)
è

ïîëó÷èì∫
e−

1
x2 · dx

x3
=

1

2

∫
e−

1
x2 d

(
− 1

x2

)
= −1

2
e−

1
x2 + C (x 6= 0). �

Åñëè ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ñîäåðæèò ëîãàðèôìè÷å-
ñêóþ ôóíêöèþ, òî òàê æå, êàê è â ñëó÷àå ñ ïîêàçàòåëüíîé
ôóíêöèåé, èíòåãðàë ëèáî ñâîäèòñÿ ê òàáëè÷íîìó, ëèáî áåð¼ò-
ñÿ ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè, ëèáî èíòåãðèðóåòñÿ ïî
÷àñòÿì.

Ïðèìåð 160. Âû÷èñëèòü
∫

ln2 x dx.

Ðåøåíèå. Äâàæäû èíòåãðèðóÿ ïðè x > 0 ïî ÷àñòÿì, íàõîäèì∫
ln2 x dx = x ln2 x−

∫
x · 2 lnx · 1

x
dx = x ln2 x− 2

∫
lnx dx =

= x ln2 x− 2x lnx+ 2x+ C. �

Ïðèìåð 161. Âû÷èñëèòü
∫
x2 lnx dx.
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Ðåøåíèå. Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì ïðè u = lnx, dv = x2dx, ïîëó÷à-
åì∫

x2 lnx dx =
x3

3
lnx− 1

3

∫
x3 · 1

x
dx =

x3

3
lnx− x3

9
+ C (x > 0). �

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè îáðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíê-
öèé èñïîëüçóþòñÿ âñ¼ òå æå îáùèå ïðè¼ìû èíòåãðèðîâàíèÿ
(ïðåîáðàçîâàíèÿ, çàìåíà ïåðåìåííîé, èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷à-
ñòÿì). Èíòåãðàëû âèäà∫

P (x) arcsinxdx,

∫
P (x) arccosxdx,

∫
P (x) arctg xdx,

∫
P (x) arcctg xdx

ãäå P (x) � öåëûé àëãåáðàè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí, âû÷èñëÿþòñÿ èí-
òåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì.

Ïðèìåð 162. Âû÷èñëèòü
∫ dx

arcsin5 x ·
√

1− x2
.

Ðåøåíèå. Èìååì∫
dx

arcsin5 x ·
√

1− x2
=

∫
d(arcsinx)

arcsin5 x
= − 1

4 arcsin4 x
+C (0 < |x| < 1).

Ïðèìåð 163. Âû÷èñëèòü
∫

arccosxdx.

Ðåøåíèå. Ïîëàãàÿ u = arccosx, dv = dx è èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì,
ïîëó÷àåì ∫

arccosxdx = x · arccosx+

∫
x · dx√

1− x2
=

= x · arccosx− 1

2

∫
(1− x2)−

1
2 d(1− x2) = x · arccosx−

−1

2
· (1− x2)

1
2

1
2

+ C = x · arccosx−
√

1− x2 + C (|x| < 1). �

Ïðèìåð 164. Âû÷èñëèòü
∫

arctg xdx.
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Ðåøåíèå. Ïîëàãàÿ u = arctg x, dv = dx è èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì,
ïîëó÷àåì∫

arctg xdx = x · arctg x−
∫

xdx

1 + x2
= x · arctg x− 1

2

∫
d(x2 + 1)

x2 + 1
=

= x · arctg x− 1

2
ln(1 + x2) + C. �

11.11 Çàäà÷è

Èñïîëüçóÿ óíèâåðñàëüíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ïîäñòàíîâ-

êè t = tg
x

2
èëè t = ctg

x

2
, âû÷èñëèòü èíòåãðàë:

�313.
∫ cosxdx

sinx(1− cosx)
;

�314. [6, � 2025]
∫ dx

2 sinx− cosx+ 5
;

�315.
∫ dx

3 + sinx+ cosx
;

Èñïîëüçóÿ ïîäñòàíîâêè t = sinx èëè t = cosx, âû÷èñëèòü

èíòåãðàëû:

�316. [6, � 1991]
∫

cos5 xdx;

�317.
∫ sin3 x

cosx · 3
√

cosx
dx;

�318.
∫ sin 2xdx

4 cos2 x+ 12 cosx− 7
;

�319.
∫ cosxdx

cos4 x+ sin4 x+ 2 sin2 x+ 1
.

Èñïîëüçóÿ ïîäñòàíîâêè t = tg x èëè t = ctg x, âû÷èñëèòü

èíòåãðàëû:

�320.
∫ sinxdx

cos2 x(sinx+ cosx)
;

�321. [6, � 2007]
∫ dx√

sin3 x cos5 x
;

�322. [6, � 2029]
∫ sin2 x

1 + sin2 x
dx;

308



�323. [6, � 2034]
∫ sinx dx

sin3 x+ cos3 x
;

Èñïîëüçóÿ ðàçëè÷íûå ïðè¼ìû, âû÷èñëèòü èíòåãðàëû îò

òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé:

�324. [6, � 2013]
∫

(sin 5x · cos 3x)dx;

�325.
∫ (

sinx · sin x
2
· sin x

3

)
dx;

�326.
∫ dx

sinx cos2 x
;

�327. [6, � 1992]
∫

sin6 xdx;

�328.
∫

cos6 xdx;

�329. [6, � 2001]
∫ dx

sin4 x cos4 x
;

�330. à)
∫ dx

sin5 x
, á)

∫ dx

cos5 x
;

Óêàçàíèå: âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåêóððåíòíûìè ôîðìóëàìè
(1),(2).

�331.
∫

tg4 x · dx

cos6 x
;

�332. [6, � 2009]
∫ dx√

tg x
;

�333. [6, � 2017]
∫

cos2(ax) · cos2(bx)dx (a 6= ±b);

�334.
∫ dx

sin(x+ 1) · sin(x− 2)
;

�335. [6, � 2020]
∫ dx

sin(x+ a) · cos(x+ b)
(a− b 6= π

2
+ πn).

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òîæäåñòâîì
cos(α− β) ≡ cos((x+ α)− (x+ β)).

�336.
∫ dx

sin(x− 1) cosx
;

�337. Âûâåñòè ôîðìóëó ïîíèæåíèÿ äëÿ èíòåãðàëîâ

In =
∫

sinn xdx (n ∈ N, n > 2).

�338.
∫

sin4 x cos2 xdx;

�339. [6, � 2037]
∫ sin2 x− cos2 x

sin4 x+ cos4 x
dx;
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�340. [6, � 2038]
∫ sinx · cosx

1 + sin4 x
dx;

�341. [6, � 2043]
∫ sinx− cosx

sinx+ 2 cosx
dx;

�342. [6, � 2043(á)]
∫ sinx

sinx− 3 cosx
dx.

Èñïîëüçóÿ ðàçëè÷íûå ïðè¼ìû, âû÷èñëèòü èíòåãðàëû îò

ãèïåðáîëè÷åñêèõ, ïîêàçàòåëüíûõ, ëîãàðèôìè÷åñêèõ, îáðàò-

íûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ è ñìåøàííûõ ôóíêöèé:

�343.
∫ shx√

ch 2x
dx;

�344.
∫

(chx · ch 3x)dx;

�345.
∫

(shx · sh 2x · sh 3x) dx;

�346.
∫ √ex − 1

ex + 1
dx;

�347.
∫ dx

1 + e
x
2 + e

x
3 + e

x
6

;

�348.
∫ dx

x lnx · ln(lnx)
;

�349.
∫ ( lnx

x

)3

dx;

�350.
∫

arctg
√
xdx;

�351.
∫

(x2 · arccosx)dx;

�352.
∫

(2x2 − 1) cos 2xdx;

�353. à)
∫

sin(lnx)dx, á)
∫

cos(lnx)dx;

�354.
∫ x · ln(x+

√
1 + x2)√

1 + x2
dx;

�355. [6, � 2157]
∫ x · ln(x+

√
1 + x2)

(1− x2)2
dx;

�356. [6, � 2159]
∫
x(1 + x2) arctg x dx.

310



11.12 Îòâåòû è ðåøåíèÿ

313. Ïîëîæèì t = tg
x

2
, òîãäà ïðèõîäèì ê èíòåãðàëó

∫ 1− t2

1 + t2
· 2tdt

1 + t2

2t

1 + t2

(
1− 1− t2

1 + t2

) =
1

2

∫
1− t2

t2
dt = − 1

2t
− t

2
+ C =

= −1

2
ctg

x

2
− 1

2
tg
x

2
+ C.

314. Èìååì ∫
dx

2 sinx− cosx+ 5
=

=

∫
dx

4 sin x
2 cos x2 − cos2 x

2 + sin2 x
2 + 5

(
sin2 x

2 + cos2 x
2

) =

= 2

∫
d(x2 )

4 sin x
2 cos x2 − cos2 x

2 + sin2 x
2 + 5

(
sin2 x

2 + cos2 x
2

) =

=

∫
d(x2 )

4 cos2 x
2 + 4 sin x

2 cos x2 + 6 sin2 x
2

=

(ïîäñòàíîâêà t = tg x
2 )

= 2

∫
dt

4 + 4t+ 6t2
=

∫
dt

3t2 + 2t+ 2
=

1

3

∫
dt(

t+ 1
3

)2
+ 5

9

=

=
1√
5

arctg
3 tg x

2 + 1
√

5
+ C.

315. Ïðèìåíèâ óíèâåðñàëüíóþ ïîäñòàíîâêó t = tg
x

2
, ïðè-

ä¼ì ê èíòåãðàëó∫
dx

3 + sinx+ cosx
=

∫ 2dt
1+t2

3 + 2t
1+t2

+ 1−t2
1+t2

=

∫
dt

t2 + t+ 2
=

=

∫
dt(

t+ 1
2

)2
+
(√

7
2

)2 =
2√
7

arctg
2t+ 1√

7
+ C =
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=
2√
7

arctg
2 tg

x

2
+ 1

√
7

+ C (x 6= π + 2πn, n ∈ Z).

316. Äàæå åñëè ñðàçó ìû íå âèäèì íóæíóþ ïîäñòàíîâêó,
ñëåäóåò ïðåîáðàçîâàòü ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå, è òîãäà
íåîáõîäèìàÿ ïîäñòàíîâêà ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíîé:∫

cos5 xdx =

∫
(1− sin2 x)2 cosxdx =

∫
(1− sin2 x)2 d(sinx) =

(ïîäñòàíîâêà t = sinx)

=

∫
(1− t2)2dt =

∫
(1− 2t2 + t4)dt =

= t− 2

3
t3 +

1

5
t5 + C = sinx− 2

3
sin3 x+

1

5
sin5 x+ C.

317. Ïðèâåä¼ì èíòåãðàë ê âèäó
∫

sin3 x cos−
4
3 xdx è ñäåëàåì

ïîäñòàíîâêó t = cosx:

−
∫

(1− t2)t−
4
3dt =

∫
(t

2
3 − t−

4
3 )dt =

3

5
t

5
3 + 3t−

1
3 + C =

=
3

5

3
√

cos5 x+
3

3
√

cosx
+ C, x 6= π

2
+ πn, n ∈ Z.

318. Òàê êàê ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íå÷¼òíà îòíîñè-
òåëüíî sinx, òî â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè t = cosx ïîëó÷àåì∫

−2tdt

4
(
t2 + 3t+ 9

4

)
− 16

= −1

2

∫
tdt(

t+ 3
2

)2 − 4
=

= −1

2

∫
udu

u2 − 4
+

3

4

∫
du

u2 − 4
=

= −1

4
ln

∣∣∣∣∣
(

cosx+
3

2

)2

− 4

∣∣∣∣∣+
3

16
ln

∣∣∣∣∣cosx− 1
2

cosx+ 1
2

∣∣∣∣∣+ C,

ãäå x 6= ±π
3

+ 2πn, n ∈ Z.
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319. Çàìå÷àÿ, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íå÷¼òíà îòíî-
ñèòåëüíî êîñèíóñà, ïîëîæèì t = sinx:∫

d sinx

(1− sin2 x)2 + sin4 x+ 2 sin2 x+ 1
=

1

2

∫
dt

t4 + 1
=

=
1

4
√

2

∫
t+
√

2

t2 + t
√

2 + 1
dt−

− 1

4
√

2

∫
t−
√

2

t2 − t
√

2 + 1
dt =

1

8
√

2
ln

sin2 x+
√

2 sinx+ 1

sin2 x−
√

2 sinx+ 1
+

+
1

4
√

2

(
arctg

(√
2 sinx+ 1

)
+ arctg

(√
2 sinx− 1

))
+ C.

320. Ïîäåëèâ îäíîâðåìåííî ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè
íà cosx, ïðèõîäèì ê èíòåãðàëó (tg x 6= −1):∫ sinx

cosx
sinx
cosx + 1

· dx

cos2 x
=

∫
tg x d(tg x)

1 + tg x
= − ln |1 + tg x|+ tg x+ C.

321. Èìååì∫
dx√

sin3 x cos5 x
=

∫
dx√

tg3 x cos8 x
=

∫
dx

cos4 x
√

tg3 x
=

=

∫
1 + tg2 x√

tg3 x
d(tg x) = − 2√

tg x
+

2

3

√
tg3 x+C (πk < x <

π

2
+πk, k ∈ Z).

322. Èìååì (t = tg x):∫
sin2 x

1 + sin2 x
dx = x−

∫
dx

1 + sin2 x
= x−

∫
dx

2 sin2 x+ cos2 x
=

= x−
∫

dt

2t2 + 1
= x− 1

2

∫
dt

t2 + 1
2

= x− 1√
2

arctg(
√

2t) + C =

= x− 1√
2

arctg(
√

2 tg x) + C.

323. Ïîëîæèì t = ctg x, dx = − dt

1 + ctg2 x
, òîãäà

∫
sinx dx

sin3 x+ cos3 x
=

∫ 1
sin2 x

dx

1 + ctg3 x
=

∫
(1 + ctg2 x)dx

1 + ctg3 x
=
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= −
∫

(1 + t2)dt

(1 + t3)(1 + t2)
= −

∫
dt

1 + t3
= −

∫ (
A

t+ 1
+

Bt+ C

t2 − t+ 1

)
dt =

= −
∫ ( 1

3

t+ 1
+
−1

3 t+ 2
3

t2 − t+ 1

)
dt = ...

= −1

6
ln

(sinx+ cosx)2

1− sinx cosx
− 1√

3
arctg

2 cosx− sinx√
3 sinx

+ C.

324. Èìååì∫
sin 5x · cos 3xdx =

1

2

∫
(sin 8x+ sin 2x)dx =

= − 1

16
cos 8x− 1

4
cos 2x+ C.

325. Èìååì

1

2

∫ (
cos

x

2
− cos

3x

2

)
sin

x

3
dx =

=
1

4

∫ (
− sin

x

6
+ sin

5x

6
+ sin

7x

6
− sin

11x

6

)
dx =

=
3

2
cos

x

6
− 3

10
cos

5x

6
− 3

14
cos

7x

6
+

3

32
cos

11x

6
+ C.

326. Ðàñïèøåì åäèíèöó â ÷èñëèòåëå êàê òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêóþ:∫

dx

sinx cos2 x
=

∫
(cos2 x+ sin2 x)dx

sinx cos2 x
=

∫
dx

sinx
−
∫
d(cosx)

cos2 x
=

= ln
∣∣∣tg x

2

∣∣∣+
1

cosx
+ C (x 6= πn

2
, n ∈ Z).

327. Èìååì∫
sin6 xdx =

1

8

∫
(2 sin2 x)3dx =

1

8

∫
(1− cos 2x)3dx =

=
1

8

∫
(1− 3 cos 2x+ 3 cos2 2x− cos3 2x)dx =

1

8
x−
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−3

8

∫
cos 2xdx+

3

8

∫
1 + cos 4x

2
dx+

1

16

∫
(1−sin2 2x)d(sin 2x) =

=
5

16
x− 1

4
sin 2x+

3

64
sin 4x+

1

48
sin3 2x+ C.

328. Èìååì∫
(cosx2)3dx =

∫ (
1 + cos 2x

2

)3

dx =

=
1

8

∫
(1 + 3 cos 2x+ 3 cos2 2x+ cos3 2x)dx =

=
x

8
+

3

16
sin 2x+

3

8

∫
1 + cos 4x

2
dx+

1

8

∫
(1− sin2 2x) cos 2xdx =

=
x

8
+

3

16
sin 2x+

3x

16
+

3

64
sin 2x+

1

8

∫
cos 2xdx−

− 1

16

∫
sin2 2xd(sin 2x) =

5x

16
+

1

4
sin 2x+

3

64
sin 4x− 1

48
sin3 2x+C.

329. Èìååì ïðè sin 2x 6= 0:∫
dx

sin4 x cos4 x
= 24

∫
dx

sin4 2x
= 24

∫
(1 + ctg2 2x)2dx =

(d(ctg 2x) = − 2

sin2 2x
dx = −2(1 + ctg2 2x)dx)

= −23

∫
(1 + ctg2 2x)d(ctg 2x) = −8 ctg 2x− 8

3
ctg3 2x+ C.

330. à) Ïðèìåíÿÿ ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó (2) ïðè n = 2,
ïîëó÷èì ∫

dx

sin5 x
= −1

4
· cosx

sin4 x
+

3

4

∫
dx

sin3 x
.

Ïîëàãàÿ òåïåðü n = 1, ïî òîé æå ôîðìóëå èìååì∫
dx

sin3 x
= −1

2
· cosx

sin2 x
+

1

2

∫
dx

sinx
.

Îêîí÷àòåëüíî èìååì:∫
dx

sin5 x
= − cosx

4 sin4 x
− 3 cosx

8 sin2 x
+

3

8
ln
∣∣∣tg x

2

∣∣∣+C (x 6= πn, n ∈ Z).
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á) Äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íî, ïîëó÷àåì∫
dx

cos5 x
=

sinx

4 cos4 x
+

3 sinx

8 cos2 x
+

3

8
ln
∣∣∣tg (x

2
+
π

4

)∣∣∣+ C.

331. Èìååì∫
tg4 x · dx

cos6 x
=

∫
tg4 x

(
1

sin2 x

)2

d(tg x) =

=

∫
tg4 x

(
1 + tg2 x

)2
d(tg x) =

=

∫
tg4 xd(tg x) + 2

∫
tg6 xd(tg x) +

∫
tg8 xd(tg x) =

=
1

5
tg5 x+

2

7
tg7 x+

1

9
tg9 x+ C (x 6= π

2
+ πn, n ∈ Z).

332. Ïîëîæèì t =
√

tg x, òîãäà tg x = t2,
dx

cos2 x
= 2tdt,

(1 + tg2 x)dx = 2tdt è ïîëó÷àåì∫
dx√
tg x

= 2

∫
dt

1 + t4
= 2

∫
dt

(t4 + 2t2 + 1)− 2t2
=

= 2

∫
dt

(t2 +
√

2t+ 1)(t2 −
√

2t+ 1)
=

= 2

∫ (
At+B

t2 +
√

2t+ 1
+

Ct+D

t2 −
√

2t+ 1

)
dt =

(ìåòîäîì íåîïðåäåë¼ííûõ êîýôôèöèåíòîâ íàõîäèì A = −C =
1

2
√

2
, B = D =

1

2
)

= ... =
1

2
√

2
ln
t2 +

√
2t+ 1

t2 −
√

2t+ 1
− 1√

2
arctg

√
2t

t2 − 1
+ C,

ãäå t =
√

tg x.

333. Èìååì∫
cos2(ax) · cos2(bx)dx =

1

4

∫
(1 + cos 2ax)(1 + cos 2bx)dx =
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1

4

∫ (
1 + cos 2ax+ cos 2bx+

1

2
(cos 2x(a− b) + cos 2x(a+ b))

)
dx

=
x

4
+

sin 2ax

8a
+

sin 2bx

8b
+

sin 2(a− b)x
16(a− b)

+
sin 2(a+ b)x

16(a+ b)
+ C.

334. Ìåòîä ðåøåíèÿ ðàññìîòðåí â òåêñòå ïîñîáèÿ.

335. Èìååì∫
dx

sin(x+ a) · cos(x+ b)
=

1

cos(a− b)

∫
cos((x+ a)− (x+ b))

sin(x+ a) · cos(x+ b)
dx =

=
1

cos(a− b)

(∫
cos(x+ a)

sin(x+ a)
dx+

∫
sin(x+ b)

cos(x+ b)
dx

)
= ...

=
1

cos(a− b)
ln

∣∣∣∣sin(x+ a)

cos(x+ b)

∣∣∣∣+ C, cos(a− b) 6= 0.

336. Ïðåîáðàçóåì èíòåãðàë ïðè óñëîâèè sin(x− 1) cosx 6= 0:∫
dx

sin(x− 1) cosx
=

∫
dx

sin(x− 1) sin(π2 − x)
=

=
1

sin(π2 − 1)

∫
sin((x− 1) + (π2 − x))

sin(x− 1) sin(π2 − x)
dx =

=
1

cos 1

∫
sin(x− 1) cos(π2 − x) + cos(x− 1) sin(π2 − x)

sin(x− 1) sin(π2 − x)
dx =

=
1

cos 1

∫ (
cos(π2 − x)

sin(π2 − x)
+

cos(x− 1)

sin(x− 1)

)
dx =

=
1

cos 1

∫ (
sinx

cosx
+

cos(x− 1)

sin(x− 1)

)
dx =

=
1

cos 1

(∫
−d(cosx)

cosx
+

∫
d(sin(x− 1))

sin(x− 1)

)
=

=
1

cos 1
(− ln | cosx|+ln | sin(x−1)|)+C =

1

cos 1
ln

∣∣∣∣sin(x− 1)

cosx

∣∣∣∣+C.
337. Ýôôåêòà ïîíèæåíèÿ ñòåïåíè óäà¼òñÿ äîáèòüñÿ ïóò¼ì

èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:

In = −
∫

sinn−1 xd cosx =
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− cosx sinn−1 x+ (n− 1)

∫
sinn−2 x cos2 xdx =

= − cosx sinn−1 x+ (n− 1)In−2 − (n− 1)In,

îòêóäà

In =
1

n

(
(n− 1)In−2 − cosx sinn−1 x

)
, n = 3, 4, ...

338. Èìååì∫
sin4 x cos2 xdx =

∫
(sinx cosx)2 sin2 xdx =

=

∫ (
sin 2x

2

)2(1− cos 2x

2

)
dx =

1

8

∫
sin2 2x(1− cos 2x)dx =

=
1

8

∫
sin2 2xdx− 1

8

∫
sin2 2x cos 2xdx =

=
1

16

∫
(1− cos 4x)dx− 1

16

∫
sin2 2xd(sin 2x) =

=
x

16
− 1

64
sin 4x− 1

48
sin3 2x+ C.

339. Èìååì∫
sin2 x− cos2 x

sin4 x+ cos4 x
dx = −

∫
cos 2x dx

(sin2 x+ cos2 x)2 − 1
2 sin2 2x

=

= −1

2

∫
d(sin 2x)

1− 1
2 sin2 2x

= −1

2

∫
du

1− 1
2u

2
=

∫
du

u2 − 2
=

=
1

2
√

2
ln

∣∣∣∣∣u−
√

2

u+
√

2

∣∣∣∣∣+ C =
1

2
√

2
ln

√
2− sin 2x√
2 + sin 2x

+ C.

340. Èìååì∫
sinx · cosx

1 + sin4 x
dx =

1

2

∫
sin 2x

1 + (1−cos 2x
2 )2

dx =

(ïîëîæèì t = cos 2x)

= −
∫

dt

t2 − 2t+ 5
=

1

2
arctg

1− t
2

+ C =
1

2
arctg(sin2 x) + C.
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341. Ïðåäñòàâèì ÷èñëèòåëü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè
çíàìåíàòåëÿ è åãî ïðîèçâîäíîé:

sinx− cosx ≡ A(sinx+ 2 cosx) +B(cosx− 2 sinx).

Ïðèðàâíèâàÿ, ñîîòâåòñòâåííî, êîýôôèöèåíòû ïðè sinx è cosx
â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ òîæäåñòâà, ïîëó÷àåì{

1 = A− 2B,

−1 = 2A+B,
⇔

{
A = −1

5 ,

B = −3
5 .

Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê èíòåãðàëó∫
sinx− cosx

sinx+ 2 cosx
dx =

∫ −1
5(sinx+ 2 cosx)− 3

5(cosx− 2 sinx)

sinx+ 2 cosx
dx =

= −x
5
− 3

5
ln | sinx+ 2 cosx|+ C.

342. Ïðåäñòàâèì ÷èñëèòåëü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè
çíàìåíàòåëÿ è åãî ïðîèçâîäíîé:

sinx ≡ A(sinx− 3 cosx) +B(cosx+ 3 sinx),

îòêóäà, ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû, ñîîòâåòñòâåííî, ïðè sinx
è cosx, ïîëó÷àåì ñèñòåìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ:{

1 = A+ 3B,

0 = −3A+B,
⇔

{
A = 1

10 ,

B = 3
10 .

Â èòîãå ïîëó÷àåì∫
sinx

sinx− 3 cosx
dx =

∫ 1
10(sinx− 3 cosx) + 3

10(cosx+ 3 sinx)

sinx− 3 cosx
dx =

=
1

10
x+

3

10

∫
d(sinx− 3 cosx)

sinx− 3 cosx
=

1

10
x+

3

10
ln | sinx−3 cosx|+C.

343. Èìååì∫
shx√
ch 2x

dx =
1√
2

∫
d(
√

2 chx)√
(
√

2 chx)2 − 1
=
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=
1√
2

ln
(√

2 chx+
√

ch 2x
)

+ C.

344. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ãè-
ïåðáîëè÷åñêèõ êîñèíóñîâ chα · chβ = 1

2(ch(α− β) + ch(α+ β)),
ïîëó÷àåì∫

(chx · ch 3x)dx =
1

2

∫
(ch 2x+ ch 4x)dx =

1

4
sh 2x+

1

8
sh 4x+C.

345. Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ
ïðîèçâåäåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ôóíêöèé â ñóììû, ïîëó÷àåì∫

(shx · sh 2x · sh 3x) dx =
1

2

∫
sh 2x(ch 4x− ch 2x)dx =

=
1

4

∫
(sh 6x−sh 2x−sh 4x)dx =

1

24
ch 6x− 1

16
ch 4x− 1

8
ch 2x+C.

346. Ïîëîæèì t = ex, òîãäà∫ √
ex − 1

ex + 1
dx =

∫ √
t− 1

t+ 1
· dt
t

=

∫
t− 1√
t2 − 1

· dt
t

=

=

∫
dt√
t2 − 1

−
∫

dt

t
√
t2 − 1

= ln(t+
√
t2 − 1) + arcsin

1

t
+ C =

= ln
(
ex +

√
e2x − 1

)
+ arcsin(e−x) + C (x > 0).

347. Ïîëîæèì t = e
x
6 , òîãäà∫

dx

1 + e
x
2 + e

x
3 + e

x
6

= 6

∫
dt

t(1 + t+ t2 + t3)
= 6

∫
dt

t(1 + t)(1 + t2)
=

=

∫
Adt

t
+

∫
Bdt

t+ 1
+

∫
Ct+D

1 + t2
dt =

=
Ax

6
+B ln

(
1 + e

x
6

)
+
C

2
ln
(

1 + e
x
3

)
+D arctg

(
e
x
6

)
+ C1.

Ìåòîäîì íåîïðåäåë¼ííûõ êîýôôèöèåíòîâ íàõîäèì A = 6,
B = C = D = −3. Îêîí÷àòåëüíî èìååì∫

dx

1 + e
x
2 + e

x
3 + e

x
6

= x−3 ln

((
1 + e

x
6

)√
1 + e

x
3

)
−3 arctg

(
e
x
6

)
+C1.
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348. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî
dx

x lnx
= d(ln(lnx))), èìååì

ïðè x > 1:∫
dx

x lnx · ln(lnx)
=

∫
d(ln(lnx)))

ln(lnx))
= ln | ln(lnx)|+ C.

349. Ïðîèíòåãðèðóåì òðè ðàçà ïî ÷àñòÿì:∫ (
lnx

x

)3

dx =

∫
1

x3
· ln3 xdx = − 1

2x2
· ln3 x+

3

2

∫
1

x3
· ln2 xdx =

= − 1

2x2
· ln3 x+

3

2

(
− 1

2x2
· ln2 x+

∫
1

x3
· lnx dx

)
=

= − 1

2x2
· ln3 x− 3

4x2
· ln2 x+

3

2

(
− 1

2x2
· lnx+

1

2

∫
dx

x3

)
=

= − 3

4x2

(
2

3
ln3 x+ ln2 x+ lnx+

1

2

)
+ C (x > 0).

350. Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì∫
arctg

√
xdx = x · arctg

√
x−

∫
xdx

2
√
x(x+ 1)

= x · arctg
√
x−

−
∫ (

1

2
√
x
− 1

2
√
x(x+ 1)

)
dx = x·arctg

√
x−
√
x+

∫
d(
√
x)

(
√
x)2 + 1

=

= x · arctg
√
x−
√
x+ arctg

√
x+ C (x > 0).

351. Ïîëîæèì u = arccosx, x2dx = dv. Òîãäà, èíòåãðèðóÿ
ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì∫

(x2·arccosx)dx =

∫
arccosx d

(
x3

3

)
=
x3

3
arccosx+

1

3

∫
x3dx√
1− x2

.

Îáðàçîâàâøèéñÿ â ïðàâîé ÷àñòè èíòåãðàë åù¼ ðàç ïðîèíòåãðè-

ðóåì ïî ÷àñòÿì, ïîëîæèâ íà ýòîò ðàç u = x2, dv =
−xdx√
1− x2

(|x| 6 1):

x3

3
arccosx− 1

3

∫
x2 d(

√
1− x2) =

x3

3
arccosx− x2

3

√
1− x2+
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+
1

3

∫ √
1− x2d(x2) =

x3

3
arccosx−x

2

3

√
1− x2−2

9

√
(1− x2)3+C.

352. Ðàçîáü¼ì èíòåãðàë íà äâà èíòåãðàëà è ïðîèíòåãðèðóåì
ïåðâûé èç íèõ ïî ÷àñòÿì:∫

(2x2 − 1) cos 2xdx = 2

∫
x2 cos 2xdx−

∫
cos 2xdx =

= 2

(
1

2
sin 2x · x2 − 1

2

∫
sin 2x · 2xdx

)
− 1

2
sin 2x =

= sin 2x

(
x2 − 1

2

)
−
(
−x · cos 2x+

∫
cos 2xdx

)
=

= sin 2x

(
x2 − 1

2

)
+ x · cos 2x− 1

2
sin 2x+ C =

= sin 2x
(
x2 − 1

)
+ x · cos 2x+ C.

353. Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì êàæäûé èç èíòåãðàëîâ, èìååì:

I1 =

∫
sin(lnx)dx = x sin(lnx)−

∫
cos(lnx)dx = x sin(lnx)− I2,

I2 =

∫
cos(lnx)dx = x cos(lnx)+

∫
sin(lnx)dx = x cos(lnx)+I1.

Îòñþäà íàõîäèì

I1 =
x

2
(sin(lnx)− cos(lnx)) + C,

I2 =
x

2
(sin(lnx) + cos(lnx)) + C (x > 0).

Ìîæíî áûëî áû íàéòè ýòè èíòåãðàëû, èíòåãðèðóÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíî êàæäûé èç íèõ äâà ðàçà ïî ÷àñòÿì.

354. Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, íàõîäèì∫
x ln(x+

√
1 + x2)√

1 + x2
dx =

∫
ln(x+

√
1 + x2) d(

√
1 + x2) =

=
√

1 + x2 ln(x+
√

1 + x2)−
∫
dx =

√
1 + x2 ln(x+

√
1 + x2)−x+C.
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355. Ïðåîáðàçîâàâ ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå, ïðîèíòå-
ãðèðóåì ïî ÷àñòÿì (x 6= ±1):∫

x · ln(x+
√

1 + x2)

(1− x2)2
dx =

1

2

∫
ln(x+

√
1 + x2)d

(
1

1− x2

)
=

=
1

2(1− x2)
ln(x+

√
1 + x2)− 1

2

∫
dx

(1− x2)
√

1 + x2
.

Âû÷èñëèì ïîñëåäíèé èíòåãðàë ïîäñòàíîâêîé t =
x√

1 + x2
:

∫
dx

(1− x2)
√

1 + x2
=

∫
dt

1− 2t2
=

=
1

2
√

2
ln

∣∣∣∣∣1 +
√

2t

1−
√

2t

∣∣∣∣∣+ C =
1

2
√

2
ln

∣∣∣∣∣
√

1 + x2 + x
√

2√
1 + x2 − x

√
2

∣∣∣∣∣+ C.

356. Ïðåîáðàçîâàâ ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå, ïðîèíòå-
ãðèðóåì ïî ÷àñòÿì:∫

x(1 + x2) arctg x dx =
1

4

∫
arctg x · d((1 + x2)2) =

=
1

4
(1+x2)2 arctg x−1

4

∫
(1+x2)dx =

x

4
+
x3

12
+

1

4
(1+x2)2 arctg x+C.
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Ïðåäìåòíûé óêàçàòåëü

Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè:
íàä äèôôåðåíöèðóåìûìè

ôóíêöèÿìè, 17
íàä ðàâíîìåðíî íåïðåðûâ-

íûìè ôóíêöèÿìè, 91
Äèôôåðåíöèàë:

ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë, 13
íåÿâíî çàäàííîé ôóíêöèè,

36
îïðåäåëåíèå, 10

Äèôôåðåíöèàëû âûñøèõ ïî-
ðÿäêîâ:

îïðåäåëåíèå, 51
ñâîéñòâà, 53

Äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëå-
íèå, 9

Äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíê-
öèè:

àðèôìåòè÷åñêèå îïåðà-
öèè, 17

Äèôôåðåíöèðóåìîñòü, 11
Äèôôåðåíöèðóåìîñòü:

n-êðàòíàÿ, 50
íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷-

íîå óñëîâèå, 17
ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ, 18
ñâÿçü ñ íåïðåðûâíîñòüþ,

16
Ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû,

271
Ôîðìóëà Ëåéáíèöà, 53
Ôîðìóëà Òåéëîðà:

ëîêàëüíàÿ, 137
îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìå

Ëàãðàíæà, 138
îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìå

Ïåàíî, 138
Ôóíêöèÿ:

÷¼òíîñòü è íå÷¼òíîñòü, 19
íåÿâíîå çàäàíèå, 36
ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäàíèå,

33
ïåðèîäè÷åñêàÿ, 19

Èíòåãðàë Ôðåíåëÿ, 184
Èíòåãðàë Ïóàññîíà, 184
Èíâàðèàíòíîñòü 1-ãî äèôôå-

ðåíöèàëà, 18
Êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, 16
Ìåòîä íåîïðåäåë¼ííûõ êîýô-

ôèöèåíòîâ, 225
Ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ:

áèíîìèàëüíûå äèôôåðåí-
öèàëû, 266

äðîáíî-ëèíåéíûå èððàöè-
îíàëüíîñòè, 244

ãèïåðáîëè÷åñêèå ïîäñòà-
íîâêè, 258, 259

êâàäðàòè÷íûå èððàöèî-
íàëüíîñòè, 246

ìåòîä àëãåáðàè÷åñêèõ
ïðåîáðàçîâàíèé, 222

ìåòîä íåîïðåäåë¼ííûõ êî-
ýôôèöèåíòîâ, 224

ìåòîä Îñòðîãðàäñêîãî,
228

íåñòàíäàðòíûå ïîäñòàíîâ-
êè, 269

ïî ÷àñòÿì, 195

324



ïîäñòàíîâêè Ýéëåðà, 262
ïðîñòåéøèå ïðè¼ìû, 216
òðèãîíîìåòðè÷åñêèå

ôóíêöèè, 287
òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ïîä-

ñòàíîâêè, 255, 259
óìíîæåíèå íà ñîïðÿæ¼í-

íîå âûðàæåíèå, 268
óíèâåðñàëüíàÿ ïîäñòàíîâ-

êà, 287
çàìåíà ïåðåìåííîé, 190

Ìíîãî÷ëåí Òåéëîðà, 136
Íåîïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë:

îïðåäåëåíèå, 180
îñíîâíûå ñâîéñòâà, 185

Íåïðåðûâíàÿ äèôôåðåíöèðó-
åìîñòü, 11

Ïåðâîîáðàçíàÿ, 178
Ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ, 114
Ïðîèçâîäíàÿ:

n-ãî ïîðÿäêà, 49
÷¼òíîé ôóíêöèè, 19
ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë, 13
íåÿâíî çàäàííîé ôóíêöèè,

36
îáðàòíîé ôóíêöèè, 37
îäíîñòîðîííÿÿ, 16
îïðåäåëåíèå, 9, 10
ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííîé

ôóíêöèè, 35
ñëîæíîé ôóíêöèè, 18
òåîðåìà Äàðáó î ïðîìåæó-

òî÷íûõ çíà÷åíèÿõ, 19
òî÷êè ðàçðûâà, 19

Ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿä-
êîâ, 50

Ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿä-

êîâ:
äëÿ íåÿâíî çàäàííûõ

ôóíêöèé, 56
äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêè çà-

äàííûõ ôóíêöèé, 55
Ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü:

íåîáõîäèìîå óñëîâèå, 92
Ðÿä Òåéëîðà, 139
Òàáëèöà èíòåãðàëîâ, 185
Óñëîâèå Ëèïøèöà, 89

325



Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] Áåðêîâè÷ Ô.Ä., Ôåäèé Â.Ñ., Øëûêîâ Â.È. Çàäà÷è ñòóäåí-
÷åñêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îëèìïèàä ñ óêàçàíèÿìè è ðåøåíè-
ÿìè. Ó÷åá. ïîñîáèå. � Ðîñòîâ í/Ä: Ôåíèêñ, 2008.

[2] Áóòóçîâ Â.Ô. Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó. ×àñòü
II. Ó÷åá. ïîñîáèå. � Ì.: Ôèçè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ, 2014.

[3] Áóòóçîâ Â.Ô., Ëåâàøîâà Í.Ò., Øàïêèíà Í.Å. Ðàâíîìåð-
íàÿ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé. Ïîñîáèå
äëÿ ñòóäåíòîâ I êóðñà. Ìîñêâà, Ôèçôàê ÌÃÓ, 2010.

[4] Âèíîãðàäîâà È.À., Îëåõíèê Ñ.Í., Ñàäîâíè÷èé Â.À. Çàäà÷è
è óïðàæíåíèÿ ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó. Â 2 êí. Êí. 1.
Äèôôåðåíöèàëüíîå è èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå ôóíêöèé
îäíîé ïåðåìåííîé. Ó÷åá. ïîñîáèå äëÿ óíèâåðñèòåòîâ, ïåä.
âóçîâ / Ïîä ðåä. Â. À. Ñàäîâíè÷åãî. � 2-å èçä., ïåðåðàá. �
Ì.: Âûñø. øê., 2000. � 725 ñ.: èë.

[5] Äàíêî Ï.Å., Ïîïîâ À.Ã., Êîæåâíèêîâà Ò.ß. Âûñøàÿ ìà-
òåìàòèêà â óïðàæíåíèÿõ è çàäà÷àõ. Â 2-õ ÷. ×. 1: Ó÷åá.
ïîñîáèå äëÿ âòóçîâ. � 5-å èçä., èñïð. � Ì.: Âûñø. øê., 1997.
� 304 ñ.: èë.

[6] Äåìèäîâè÷ Á.Ï. Ñáîðíèê çàäà÷ è óïðàæíåíèé ïî ìàòåìà-
òè÷åñêîìó àíàëèçó. Ó÷åá. ïîñîáèå. 13-å èçä., èñïð. � Ì.:
Èçä-âî Ìîñê. óí-òà, 1997. � 624ñ.

[7] Çîðè÷ Â.À. Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç. ×àñòü I. Ãë. V. Äèô-
ôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå. 3-å èçä. � Ì.: ÌÖÍÌÎ, 2001.

[8] Èëüèí Â. À., Ñàäîâíè÷èé Â. À., Ñåíäîâ Á. Õ.Ìàòåìàòè÷å-
ñêèé àíàëèç. Â 2 ÷. ×àñòü 1 / Ó÷åáíèê äëÿ àêàäåìè÷åñêîãî
áàêàëàâðèàòà. � 4-å èçä. � Ì.: Èçäàòåëüñòâî Þðàéò, 2013.
� 660 ñ. � (Áàêàëàâð. Óãëóáë¼ííûé êóðñ).

[9] Êðàñíîâà Ñ.À., Óòêèí Â.À. Îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíà-
ëèçà. Ó÷åáíîå ïîñîáèå. � Ì.: ÐÃÃÓ, 2010. � 551ñ.

326



[10] Íèêèòèí À. À. Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç. Ñáîðíèê çàäà÷:
ó÷åá. ïîñîáèå äëÿ àêàäåìè÷åñêîãî áàêàëàâðèàòà. � Ì.: Èç-
äàòåëüñòâî Þðàéò, 2017. � 353 ñ. � (Ñåðèÿ: Áàêàëàâð. Àêà-
äåìè÷åñêèé êóðñ).

[11] Ïàíòàåâ Ì. Þ. Ìàòàíàëèç ñ ÷åëîâå÷åñêèì ëèöîì, èëè
Êàê âûæèòü ïîñëå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà. Ïîëíûé êóðñ ìà-
òåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Òîì 1. � Ì.: ËÈÁÐÎÊÎÌ, 2012. �
368 ñ.

[12] Ñàäîâíè÷àÿ È. Â., Ôîìåíêî Ò. Í., Õîðîøèëîâà Å. Â.Ìàòå-
ìàòè÷åñêèé àíàëèç: Äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèé îäíîé
ïåðåìåííîé: Ó÷åá. ïîñîáèå äëÿ àêàäåìè÷åñêîãî áàêàëàâðè-
àòà. � 2-å èçä., ïåðåðàá. è äîï. � Ì.: Èçäàòåëüñòâî Þðàéò,
2020. � 156 ñ. � (Ñåðèÿ: Áàêàëàâð. Àêàäåìè÷åñêèé êóðñ).

[13] Ñàäîâíè÷èé Â.À., Ïîäêîëçèí À.Ñ. Çàäà÷è ñòóäåí÷åñêèõ
îëèìïèàä ïî ìàòåìàòèêå. � Ì.: Íàóêà, 1978.

[14] Ñèçûé Ñ.Â. Ìàòåìàòè÷åñêèå çàäà÷è. Ñòóäåí÷åñêèå îëèì-
ïèàäû ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Óðàëüñêîãî
ãîñóíèâåðñèòåòà. � Ì.: ÔÈÇÌÀÒËÈÒ, 2009. � 128ñ.

[15] Ñïðàâî÷íîå ïîñîáèå ïî âûñøåé ìàòåìàòèêå. Â 5 òîìàõ.
Òîì 1. Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç. Ëÿøêî È.È., Áîÿð÷óê
À.Ê., Ãàé ß.Ã., Ãîëîâà÷ Ã.Ï. 2001.

[16] Ôèõòåíãîëüö Ã.Ì. Êóðñ äèôôåðåíöèàëüíîãî è èíòåãðàëü-
íîãî èñ÷èñëåíèÿ. Ò. I / Ã. Ì. Ôèõòåíãîëüö. � 9-å èçä. �
ÑÏá. : Ëàíü, 2016.

[17] Õîðîøèëîâà Å. Â. Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç: Íåîïðåäåë¼í-
íûé èíòåãðàë / Ó÷åáíîå ïîñîáèå äëÿ àêàäåìè÷åñêîãî áà-
êàëàâðèàòà. � 2-å èçä., ïåðåðàá. è äîï. � Ì.: Èçäàòåëüñòâî
Þðàéò, 2020. � 187 ñ. � (Ñåðèÿ: Áàêàëàâð. Àêàäåìè÷åñêèé
êóðñ)

Ðåêîìåíäóåìûå êíèãè àâòîðà ïî äðóãèì ðàçäåëàì
ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà:

327



[18] Õîðîøèëîâà Å. Â. Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç: Òîæäåñòâåí-
íûå ðàâåíñòâà è íåðàâåíñòâà è èõ ïðèìåíåíèå: Â ïîìîùü
ïðàêòè÷åñêèì çàíÿòèÿì: Ó÷åá. ïîñîáèå äëÿ ñòóäåíòîâ óíè-
âåðñèòåòîâ. � Ì.: ÌÀÊÑ Ïðåññ, 2016. � 272 ñ.

[19] Ñàäîâíè÷àÿ È. Â., Õîðîøèëîâà Å. Â.Ìàòåìàòè÷åñêèé àíà-
ëèç: Îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë. Â 2 ÷. ×àñòü 1 / Ó÷åáíîå
ïîñîáèå äëÿ àêàäåìè÷åñêîãî áàêàëàâðèàòà. � 2-å èçä., ïå-
ðåðàá. è äîï. � Ì.: Èçäàòåëüñòâî Þðàéò, 2020. � 242 ñ. �
(Ñåðèÿ: Áàêàëàâð. Àêàäåìè÷åñêèé êóðñ)

[20] Ñàäîâíè÷àÿ È. Â., Õîðîøèëîâà Å. Â.Ìàòåìàòè÷åñêèé àíà-
ëèç: Îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë. Â 2 ÷. ×àñòü 2 / Ó÷åáíîå
ïîñîáèå äëÿ àêàäåìè÷åñêîãî áàêàëàâðèàòà. � 2-å èçä., ïå-
ðåðàá. è äîï. � Ì.: Èçäàòåëüñòâî Þðàéò, 2020. � 199 ñ. �
(Ñåðèÿ: Áàêàëàâð. Àêàäåìè÷åñêèé êóðñ)

Êíèãà ñîäåðæèò 164 ïðèìåðîâ è 356 çàäà÷ äëÿ ñàìîñòîÿ-
òåëüíîé ðàáîòû (ñ ðåøåíèÿìè).

328



Ó÷åáíîå èçäàíèå

ÕÎÐÎØÈËÎÂÀ Åëåíà Âëàäèìèðîâíà

ÊÓÐÑ ÑÅÌÈÍÀÐÎÂ

ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÌÓ ÀÍÀËÈÇÓ

(Ñàìîó÷èòåëü)

Êíèãà 2

ÔÓÍÊÖÈÈ ÎÄÍÎÉ ÄÅÉÑÒÂÈÒÅËÜÍÎÉ ÏÅÐÅÌÅÍÍÎÉ:

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÅ ÈÑ×ÈÑËÅÍÈÅ,

ÍÅÎÏÐÅÄÅË�ÍÍÛÉ ÈÍÒÅÃÐÀË

Ó÷åáíîå ïîñîáèå

äëÿ î÷íîé è äèñòàíöèîííîé ôîðì îáó÷åíèÿ

ñòóäåíòîâ óíèâåðñèòåòîâ

Èçäàòåëüñêèé îòäåë

Ôàêóëüòåòà âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè

ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà

Ëèöåíçèÿ ÈÄ � 05899 îò 24.09.01 ã.

119992, ÃÑÏ-2, Ìîñêâà, Ëåíèíñêèå ãîðû,

ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, 2-é ó÷åáíûé êîðïóñ

Íàïå÷àòàíî ñ ãîòîâîãî îðèãèíàë-ìàêåòà

Èçä. îòäåë ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ

Ëèöåíçèÿ ÈÄ � 00510 îò 01.12.99 ã.

Ïîäïèñàíî ê ïå÷àòè 2020 ã.

Ôîðìàò 60x88 1/16. Óñë.ïå÷.ë. 9,5. Òèðàæ 450 ýêç. Çàêàç .

119992 Ìîñêâà, Ëåíèíñêèå ãîðû, ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà,

2-é ó÷åáíûé êîðïóñ, 527 ê.

Òåë. 939-3890, 939-3891. Òåë./Ôàêñ 939-3891.


